
انگار همین دیروز بود، معلم ما وارد کلاس شد و با یک گچ زرد رنگ بر روی تخته سیاه نوشت 
اصلی ترین و سخت ترین درس  ریاضی  بلند گفت: درس  با صدای  آن  دنبال  به  ریاضی «.  »درس 
شماست که باید خیلی آن را جدی بگیرید، وگرنه در امتحان مردود می شوید. شما برای قبول شدن 
در این درس باید تلاش کنید، در کلاس به هیچ وجه حرف نزنید، تمرین های کتاب را تک تک حل 

کنید و... .
همین عباراتِ جدی بگیرید، حرف نزنید، تمرین زیاد حل کنید و...، که بارها تا پایان دوره دبیرستان و 
با کمی تغییر لحن در دانشگاه نیز آن را شنیده ایم ترس از یاد نگرفتن مفاهیم ریاضی را در بسیاری از 
ما نهادینه کرده است. این در حالی است که اصلی ترین مشکل دانشجویان در یادگیری درس شیرین 
ریاضی، مراجع )کتاب ها، جزوات و ...( آن است که با بی چهارچوبی و نامرتب بودن، انگیزه افراد را از 
بین می برند. البته گاهاً شیوه تدریس اشتباه معلمان و اساتید نیز بر آن می افزاید. ما معتقدیم درک 
ریاضی نیاز به استعداد و هوش ندارد و هر کسی در هر سطحی با شیوه آموزش درست و کمی تلاش 

می تواند این درس را به خوبی یاد بگیرد. 
در این کتاب که در حدود 2 سال نگارش آن زمان برده است، با عشق و علاقه، کلیه مراجع و منابع 
جدید این درس را، که در بهترین دانشگاه های دنیا تدریس می شوند، در کنار تجربیات خود قرار دادیم 
و تلاش کرد یم تا نشان دهیم که ما می توانیم به جذاب ترین شکل ممکن ریاضی را به شما بیاموزیم 
و ترس از این درس را از بین ببریم. برای استفاده هر چه بهتر از این کتاب به موارد زیر توجه کنید: 
        در اولین قدم برای بهتر شدن روند یادگیری شما عزیزان، هر فصل را به چند قسمت کوچکتر 
تقسیم کرده ایم تا هم تفکیک مطالب در ذهن شما بهتر انجام شود و هم از مطالعه یک فصل طولانی 

خسته نشوید. همچنین می توانید در هر بار مطالعه، یک قسمت از هر فصل را به خوبی بخوانید. 
        برای چیدمان تمرین ها ساعت ها فکر کرده ایم و تمرین ها را با یک روند آموزشی بسیار منظم 
آورده ایم. همچنین در لابه لای تمرین ها مطالبی از قبیل کمی خلاقیت، کمی دقت و ... گنجانده ایم 

تا شما را به ریاضی علاقه مندتر کنیم. 
        در دومین قدم بعد از مطالعه دقیق درسنامه های هر فصل، بخشی تحت عنوان افزایش مهارت 
و تسلط بیشتر را در کتاب قرار دادیم که با مطالعه دقیق آن به جرأت می توان گفت هیچ تستی باقی 

نمی ماند که ایده اصلی آن برای شما آشنا نباشد. 
        در قدم بعد بخش جذاب توصیه نامه را در کتاب قرار داده ایم تا بعد از مطالعه کامل هر فصل، 

یک بار دیگر نکات مهم و کاربردی آن را با هم مرور کنیم. 
        اگر موارد فوق را به خوبی انجام داده باشید، قادر خواهید بود که تست های انتهای هر فصل را 
خودتان حل کنید. از سوی دیگر در نظرسنجی که از تعداد زیادی از دانشجویان انجام دادیم، متقاعد 
شدیم که به جای حل تشریحی، پاسخ کلیدی سوالات را در انتهای هر فصل کتاب ارائه کنیم)پاسخ 

تشریحی کامل تر را می توانید در سایتwww.serieomomi.ir مشاهده کنید(. 

ءمقدمه و راهنمای مطالعه اين کتاب: 
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جالب است بدانید بعد از گذشت فقط یک سال از چاپ اول، ویرایش جدید کتاب را برای شما عزیزان 
فراهم آوردیم تا از یک سو با برطرف کردن نقاط ضعف و تقویت نقاط قوت کتاب و از سوی دیگر 
با به روزرسانی مسائل در درسنامه  هر فصل، بتوانیم در این مسیر پرپیچ و خم همراه شایسته ای 

برای شما باشیم.  
تیم  با  نیز به شکل فعال تر،   www.serieomomi.ir با ویرایش جدید کتاب، سایت  همزمان 
قدرتمند تر و در سطح بسیار وسیع تری، بعد از شناسایی تمامی نیازهای شما آماده خدمات رسانی به 

دانشجویان عزیز است. خدمات ارائه شده در سایت سری عمومی عبارت است از:
1- پاسخ دهی به سوالات شما عزیزان و رفع اشکال به صورت روزانه

2- ارائه برنامه مطالعه کتاب به صورت هفتگی
3- برگزاری آزمون به صورت ماهانه
4- مشاوره تخصصی درس ریاضیات

5- ارائه پاسخ تشریحی سوالات کنکور سراسری در رشته های مختلف
6- بودجه بندی سؤالات کنکور رشته    های مختلف

7- نمایش فیلم های آموزشی کوتاه 
امیدواریم که به نوعی بزرگترین کلاس درس ریاضی را با کمک شما دانشجویان عزیز تشکیل داده 

و تا رسیدن به سطح عالی ریاضیات با شما همراه باشیم. 
       تجربه نشان داده است، کسانی که ریاضی را با این شیوه نوین یاد می گیرند، قادر خواهند بود 
آن را با کیفیت خوبی تدریس کنند. از اینرو صمیمانه از شما تقاضا داریم بعد از مطالعه این کتاب، 
مباحث جدیدی که یاد گرفته اید را به دوستان خود نیز بیاموزید تا این مفاهیم ناب ریاضی در سراسر 

این مرز و بوم، حتی دورترین و محروم ترین نقاط کشور نیز انتشار یابد. 
در این قسمت ابتدا از خانواده های صبورمان که در تمامی مراحل تهیه  این کتاب پا به پای ما، فشار این کار 
را تحمل کردند، نهایت تشکر و قدردانی را داریم. در ادامه از دوست ارجمند، دکتر محمد آهنگر که در لحظه 
لحظه تألیف این کتاب ما را یاری کرده و از نظرات ارزشمندشان بهره بردیم، تشکر می کنیم. لازم است از 
جناب آقای دکتر شریفیان مدیریت محترم انتشارات، که تمام امکانات لازم جهت هر چه بهتر انجام شدن 
این پروژه را در اختیار ما گذاشته اند و همچنین ویراستاران  این اثر، سرکار خانم مهندس الهام طاهرشمس 

و سرکار خانم مهندس فریبا محمدی منش نهایت تشکر و قدردانی را داشته باشیم. 
علیرغم تلاش های فراوانی که برای بازبینی این کتاب شده است، وجود اشکال در آن ممکن بوده 
و از اساتید گرانقدر و دانشجویان عزیز تقاضا می شود، پیشنهادات و انتقادات خود را از طریق سایت 
www.serieomomi.ir مطرح نمائید.                                                                 

                                                           محمد صادق معتقدی - مسعود مهدیان - مجید فرقانی 
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آنچه را که با عشق و اشتیاق بخواهید و در دستیابی به آن 

پافشاری کنید، بی تردید به دست خواهید آورد. 

ناپلئون

www.serieomomi.ir

مروری بر آنچه خواهيم خواند:
مفهوم حد یکی از مفاهیم بنیادی در ریاضیات اس��ت که شالوده و اساس بسیاری از مباحث 
مهم دیگر ریاضی نظیر پیوستگی، مشتق پذیری، دنباله، سری و ... می باشد. درواقع به کمک 
حد، می توان رفتار یک تابع در اطراف یک نقطه را بررس��ی کرد و سپس در مورد پیوستگی 

یا مشتق پذیری آن نظر داد.  
از س��وی دیگر مبحث حد از جمله مباحث مهم درس ریاضی در کنکور کارشناس��ی ارش��د 
نیز به ش��مار می آید، به طوریکه در سال های اخیر، تس��ت های زیادی در رشته های مختلف 

به صورت مستقیم و غیر مستقیم از بحث حد مطرح شده است. 
در این فصل انواع سؤالات حد را با یک طبقه بندی مناسب به گونه ای از هم تفکیک کرده ایم 
ک��ه بع��د از مطالعة آن، قادر خواهید بود که هر نوع مس��ئله حد را ب��ا اندکی دقت در بخش 
موردنظر جای داده و س��پس با کمک دس��تورالعمل مربوط به حل آن، به س��ادگی به جواب 

صحیح برسید. 
در این فصل ابتدا بر روی مفاهیم اولیه و حدهای بدون ابهام بحث کرده و س��پس ش��یوة 
تحلیل حدهای مبهم را به شما یاد می دهیم. مطالب این فصل به صورت زیر ارائه شده است: 

ول: فـصـل ا

حـــــد

:  اول
ا اه   ور: 
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0

دهيم و بـر طبـق آن          نشان مي  

)حد تابع گوييم    مي )f x   وقتي x  به سمت x
0

 مفهـوم   . اسـت  L برابر   ،كند   ميل مي  

)انيمتـو   حد فوق اين است كه هر اندازه كـه بخـواهيم مـي             )f x       را بـه سـمت L 

x نقطـة   كـافي بـه    ة بـه انـداز    xنزديك كنيم، در صورتيكه     
0

   نزديـك شـده باشـد       

x برابر باxاما  (
0

  .) نشده باشد

 توجـه  مقابـل به نمودار براي درك بهتر اين مفهوم،    

توان به مـوارد   در اين نمودار ميبا كمي دقت    . كنيد

  : زير اشاره كرد

  

  

  

با نزديـك شـدن     در اين نمودار     -1

xاز سمت راست به عـدد      
0

2 

2 از مثلاً (xمحور  بر روي     بـه   /1
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دانشجويان عزيز توجه كنيد كه آخرين فصل كتاب، فصلي به نام پيوست است كه در آن                

كه اين مفـاهيم را فرامـوش    درصورتي. ايم مفاهيم رياضيات دوران دبيرستان را دوره كرده     

 . ايد، ابتدا نگاهي گذرا بر روي آن فصل بياندازيد كرده
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  .كرده باشيم نزديك 2به اندازه كافي به 

    ( )
x x

f x Llim



0

)   يا    )
x

f xlim



2

9  

A��� � �� �� ��	
�� ����� �����  ��
������ � �� ��  

 xدن  كنيم كه با نزديك ش       مشاهده مي  نمودار مقابل با توجه به    در ادامة بحث،    

)،2به عدد    )f x   شـكل  در ايـن  توجـه  كمـي  بـا  . شـود   نزديك مـي 9 به عدد

   :توان به موارد زير اشاره كرد مي

  

  

  

  

)فرض كنيد بخواهيم   -1 )f x  نزديك شود كه در بازة     9اي به عدد       به اندازه ,( )  9 ي قـرار گيـرد، يعن ـ     9

 عدد كوچك دلخواه داده شدة    يك   ازاي  به 0،( )f x  عضو بازة ,( )  9  يعنـي ايـن موضـوع      .باشد 9

| باشد كمتر از9فاصلة مقدار تابع از  ( ) | )( f x  9نوشتتوان  ميبه بيان رياضي   و :  

  )1(      , ( ) | ( ) |f x f x           0 9 9 9
*

  

توان عدد كوچكي مانند     صورت همانطور كه از شكل پيداست، مي         در اين  -2 0  اي يافت كه وقتـي        گونه   را بهx 

),در بازة )  2 )، آنگاهقرار گيرد 2 )f xبازة در ,( )  9   : توان نوشت ميو باشد  9

  )2(,( ) | |x x x              2 2 2 2 2  

)توان مفهوم حد مي) 2(و ) 1( بنابراين با استفاده از روابط - 3 )
x

f xlim



2

زير صورت  به را به بيان رياضي 9

  : نوشت

  | | | ( ) |x f x   ⇒  2  طوريكه به 9    0 0  

)براي اثبات وجود حد   بنابراين   )
x

f xlim



2

هر، كافي است براي     9 0  دلخواه، عدد  0  اي تعيين  گونه  را به

|كه بتوان از نامساوي   كنيم   |x  2 نامساوي ، | ( ) |f x  9    معمـولاً  ( را نتيجه گرفـت   را برحـسب  
  .)كنند تعيين مي

                                                                                                                             

 وجود دارد: ،هر ازاي به: ساده در تعاريف رياضيعلامت آشنايي با چند  *
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 )1(رياضيات عمومي

,

x x
x

x x

e e e e
sin x sin sinh xlim lim lim




 

     
1 1

2

1 1

1
2 2 2

  

ــابع مطــابق شــكل   ــك ت ــل نمــودار ي ــددرنظــررا مقاب .  بگيري

)خواهيم با توجه به نمودار تابع       مي )f x   ، حـد آن در     درمورد 
xنقطة 1 كنيماظهارنظر  :  

)كنيم، اگـر روي نمـودار   مشاهده ميمقابل همانطور كه در شكل     )f x در 
 yدر راسـتاي محـور   مقدار تابع  نزديك شويم، 1 ها به عدد xراستاي محور  

)  :  توان نوشت   مي پس   . شود  مينزديك     2عدد  به  ها  )
x

f xlim



1

2  

xاست كه مقدار تابع در     اين در حالي   1 حـد ةتوان دريافت كـه در محاسـب   بنابراين مي. نشده است تعريف ، 
 تعريـف  موردنظر ة بلكه كافي است تابع در يك همسايگي محذوف نقط      كاري به مقدار تابع در آن نقطه نداريم       

xهمسايگي كه نقطة. شده باشد
0

xهمسايگي محذوف  را از آن حذف شده باشد
0

  . نامند مي 

گذاري شده است، براي نشان  سايد، مهندس الكترونيك هلندي نام قاي اوليور هويآسايد كه به افتخار  تابع هوي
tدادن جريان الكتريكي هنگام زدن كليد در زمان 0شود تعريف ميصورت زير  به، كه رود كار مي  به:   

  

  

  ( )
x

H x
x

⎧
 ⇒⎨ ⎩

0 0

1 0
  

  :نمودار اين تابع را در شكل فوق درنظر گرفته و به موارد زير توجه كنيد

مقـدار  ،  )شـود   نزديـك مـي    (كنـد    از سمت چپ به صفر ميـل مـي         xوقتي  ) الف
)تابع )H x   گوييم حـد چـپ       ميدر اصطلاح   ر برابر صفر است و      در نزديكي صف

)  :  است بابرابر  ، صفرةتابع در نقط )
x

H xlim



0

  حد چپ : 0

  

)تـابع مقدار  شود،     از سمت راست به عدد صفر نزديك مي        xكه    زماني) ب )H x 

  : برابر است با ، صفرةگوييم كه حد راست تابع در نقط و مياست يك برابر 

  ( )
x

H xlim



0

  حد راست  : 1

xايد كه احتمالاً متوجه شده   :تذکر
0 يعني x به صفر ميـل  ) سمت چپ( از طرف اعداد كوچكتر از صفر

0طور مثال   به(كند    مي )توان گفت كه صفر منفي      بنابراين مي ). /01 )

 يك عدد منفـي بـسيار نزديـك بـه           ،0

) صفر مثبت،همين ترتيب صفر و به )

  . يك عدد مثبت بسيار نزديك به صفر است0

حد داشته باشد، آن است كه اولاً حد چپ و راست وجـود             در يك نقطه    شرط لازم و كافي براي آنكه تابع        
تـابع  توان نتيجـه گرفـت كـه     با توجه به اين موضوع مي. با هم برابر باشندين دو حد    مقدار ا داشته و ثانياً    

)سايد هوي )H xصفر حد نداردة در نقط  .  

 ، تعريـف خـود    ةاي، تواني، مثلثاتي، هايپربوليك، كسري، لگاريتمي و معكوسشان در دامن           توابع چند جمله  
 ةبـا قـرار دادن نقط ـ     در اينگونه توابـع     پس  . حدشان با مقدارشان برابر است    باشند و     همواره داراي حد مي   

  . قابل محاسبه استبه سادگي  جواب حد آنها ، تابعة در ضابطموردنظر

  ( )
x

x xlim


        
0

2 2
2 3 1 2 0 3 0 1   مثال  : 1
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 حد: اولفصل 

  . كنيم بررسي ميبيشتر در ادامه با چند تمرين، مفاهيم ارائه شده را براي شما 

) حد تابعبراي اثبات : 1 تمرين )f x x x 24 x در همسايگي4  
0

1

2
 با انتخاب  1

64
  كدام است؟ حداكثر،

1(
1

4
  2(

1

16
  3(

1

64
  4(

1

128
  )87 -صنايع (  

  : توان نوشت  مي، با توجه به مفهوم رياضي حد:حل

  | | | ( ) |x x f x L   ⇒  
0

طوري كه به     0 0  

xبا جايگذاري  
0

1

2
) و ) ( ) ( )L f         21 1 1

4 4 1
2 2 2

  : آيد دست مي  بالا بهة در رابط

  | ( ) ( ) |( )| |x f x   ⇒   1 1
1

2 64
طوري كه  به    0 0  

)، از عبارت دوم   ةمعمولاً در چنين مواقعي براي محاسب      | ( ) | )f x L    كنيم و با ساده كردن آن         شروع مي

)كنيم به عبارت اول تلاش مي | | )x x  
0

  : پس داريم ،آيد دست مي  به ترتيب برسيم و به اين

  | ( ) | | ( ) | | | | ( ) |f x L x x x x x             2 2 21 1 1 1
4 4 1 4 4 1 2 1

64 64 64 64
  

  )1   (| | | |x x     1 1 1
2 1

8 2 16
  

  : نويسيم بار ديگر مفهوم حد را مي يك

  | ( ) | | || |x f x x  ⇒     1 1 1 1
1

2 64 2 16
طوري كه     به    0 0  

|  : توان نوشت پس مي || |x x  ⇒    
11 1 1

162 16 2
  

1 است بابرابر حداكثربنابراين 

16
  .صحيح است) 2 (ة گزيندرنتيجه و 

 .  وجود بيابيددرصورتبا توجه به شكل زير، جواب حدهاي زير را   : 2 تمرين

))الف )
x

f xlim
 0

  

))ب )
x

f xlim
 1

  

) )ج )
x

f xlim
 2

  

به همين منظـور بـه توضـيحات        . حد چپ و راست را كمي بهتر درك كنيم        مفهوم  خواهيم    در اين سؤال مي   : حـل 

  : داده شده توجه كنيد

) حد تابع  ةبراي محاسب  )الف )f x   بـا  . كردحاسبه  نقطه م در آن    بايد حد چپ و راست را جداگانه         ، صفر ةدر نقط

) حد راست،توجه به شكل )f x  ةدر نقطx 0 و حد چپ آن برابر1 برابر 1است  :  

  ( )
x

f xlim



0

  حد راست : 1

  ( )
x

f xlim


 
0

  حد چپ : 1

  

 كنيم تقسيم مي2طرفين را به گيريم از طرفين جذر مي

)1( 

 معادل است با

) تابعدرنتيجهبنابراين حد چپ و راست برابر نبوده و )f xدر نقطة x 0حد ندارد . 
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 )1(رياضيات عمومي

)نمـودار  چه از سمت چپ و چه از سمت راست،           1با نزديك شدن به     ، xدر راستاي محور     )ب )f x    در راسـتاي

)به عددنيز  yمحور  )1شود نزديك مي :  
  

  

( )

( )

x

x

f x

f x

lim

lim





 

 

 ⎧
⎪⎪

⇒ ⎨  ⎪
⎪⎩

1

1

1

1
  

  

  

)بنابراين حد چپ و راست تابع      )f x  ة در نقطx  1 برابر 1    حد دارد و حد     تابع در اين نقطه      درنتيجهبوده و

  . است 1برابرآن 

  ( )
x

f xlim
 

 
1

1   

)وقتي از سمت چپ و راست روي نمودار        )ج )y f x  ة به نقطx  2  صـفر  به سمت   شويم، تابع      نزديك مي

  : شود، پس داريم نزديك مي

  

حد چپ و راست برابرند  

( )

( )

x

x

f x

f x

lim

lim

 

 

⎧
⎪

⇒ ⇒⎨ ⎪
⎩

2

2

0

0

  

    

  .بنابراين حد تابع در اين نقطه برابر صفر است

  ( )
x

f xlim
 


2

0  

xةدر نقط   : 3 تمرين  )ي تابع  برا 0 )y f x     حد چپ برابر A و حد راست برابر B  اسـت، حاصـل  ( )
x

f x xlim



0

2 4 

 )MBA  - 88(    كدام است؟ 

1 (A  2 (B  3(A B  4 (حد ندارد  

  : توان فهميد كه  از صورت سؤال مي، با كمي دقت:حل

)1(  ( ) ( )
x

f x f Alim



 

0

حد چپ : 0

)2(( ) ( )
x

f x f Blim



 

0

حد راست : 0

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

xدانيم كه وقتي    مي 0 با توجه به ايـن موضـوع    . بزرگتر باشد، حاصل آن كوچكتر استx است، هر چه توان    1

x)چه از سمت راست و چه از سمت چپ (در نزديكي صفر
x از2

  : توان نوشت  بزرگتر است و مي4

  :x x x x x  ⇒  2 4 2 4
0 0  

  : داريمبالا در حد بنابراين 

))    2گزينة (   ) ( )
x

x x

f x x f Blim




 
2 4

0

02 4
0  )2( 
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 حد: اولفصل 

xكرد كهتوان فرض   ميمثلاً  كند،     به سمت صفر ميل مي     xوقتي  : دقـت    0 )دانـيم    باشد و مـي /01 )0 01/ 

) از2به توان  )0   : توان نوشت  ميبزرگتر است و 4 به توان /01

  : ( ) ( )
x

x x x x x x
   ⇒      ⇒  02 4 2 4 2 4

0 0 01 0 01 0 01 0/ / /  

  . مفهوم همسايگي و حد چپ و راست بودبر روي شما افزايش تسلط احتمالاً متوجه شديد كه هدف از حل اين تست، 

  

چنـين  در  . كنـد   ميـل مـي   نهايـت     بـي به سمت   حدي  صفر   رناصفر ب عدد  حاصل تقسيم    دداني  ميكه  همانطور  

بـراي  . براي ما بسيار حـائز اهميـت اسـت         ،)نهايت  بي و يا منفي     نهايت  بيمثبت   (،نهايت  بينوع  تعيين  مواردي  

  : به جدول زير توجه كنيدتعيين اين موضوع 

  نهايت بيانواع   جواب  مثال

   
2

200000
0 00001/

     

    
2

200000
0 00001/

     

    
2

200000
0 00001/

    

    
2

200000
0 00001/

    

 ولـي بعـضي     ،كنـد    به سمت صفر ميل مي     نهايت  بيتقسيم بر   ناصفر  عدد  حاصل تقسيم   دانيم    طور مشابه مي    به

بـه جـدول زيـر      تعيين اين موضـوع     براي  ). صفر مثبت يا صفر منفي    (مواقع لازم است نوع صفر مشخص شود        

   :توجه كنيد

  صفر انواع   جواب  مثال

  
2

0 00001 0
200000

/  
0   

   
2

0 00001 0
200000

/  
0   

   
2

0 00001 0
200000

/  
0   

   
2

0 00001 0
200000

/  
0   

 

) تابع  : 4 تمرين )

x
x

f x x

x

⎧ ⎪
⎪
⎪  ⎨
⎪
⎪
⎪ 
⎩

1
1

2

2
1 2

3

1 2

]مفروض است، مقدار    ( ) ( ) ]
n

f f
n n

lim
 

  1 1
1    .  را بيابيد2

1(1  2( 2

3
  3( 1

3
  4 (0  

 عدد مثبت

 صفر مثبت

 عدد مثبت

 صفر منفي

 منفيعدد 

 صفر مثبت

 منفيعدد 

 صفر منفي

 عدد مثبت

 نهايت مثبت بي

 عدد مثبت

 نهايت منفي بي

 منفيعدد 

 نهايت مثبت بي

 منفيعدد 

 نهايت منفي بي

)83 -علوم كامپيوتر (
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 )1(رياضيات عمومي

  :  به موارد زير توجه كنيد،داده شده حد ة براي محاسب:حل

  :دانيم مي قبل ةطبق نكت -1

  )1   (
n n

lim
 

  
1 1

0  

جايگذاريبا  -2
  : داريم ،حد داده شده در صورت 0

  )2(( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
n

f f f f f f
n n

lim
 

 

        1 1
1 2 1 0 2 0 1 2 

  

  

)دانيم كه مقدار مي -3 )f 
) اول وة از ضابط1 )f 

  :توان نوشت ميو  آيد دست مي به سوم ة از ضابط2

( ) ( )f f      1 2 0 1 حد1
( )

⇒

2
( ) ( )

x
f x f   ⇒  1 1 1

1 0
2 2

 اولةضابط : 

( ) ( )f x f  ⇒ 1 2  سومةضابط : 1

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

  . صحيح است) 1 (ةبنابراين گزين

  

|ازاي اگر در تعريف حد، به |x   0  نتيجه بگيريم1
( )x




8

4

1
10

1

   كدام است؟ ، آنگاه

1(  1

10
  2(  1

100
  3(  1

1000
  4(  1

10000
  

، با استفاده از تعريف حد جواب سؤال برابر11 در صفحة )1( مشابه تمرين :راهنمايي  1

100
  .  است

  

خـواهيم شـما را بـا     و همسايگي براي شما عزيـزان در قـسمت بعـد مـي    حد پس از ايجاد درك مناسب از مفهوم     

  . بيني آشنا كنيم  با جواب قابل پيشيحدهاي

 عدد مثبت

 نهايت بيبت مث

 كمي بزرگتر از دو كمي كوچكتر از يك

)1( 

هايي تحت عنوان كمي تمرين مطرح شده است كه بعد از مطالعة درسنامة هر قـسمت و بـا كمـك                      كتاب بخشتا انتهاي * 

 . هاي انجام شده بايد بتوانيد آن را حل كنيد راهنمايي

* 
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 حد: اولفصل 

شويم كه در محاسـبة آنهـا، بـه حالـت         مي در اين بخش، با گروهي از حدها آشنا       

در اين توابع براي يافتن جواب حد و يـا تـشخيص اينكـه              . خوريم  مبهمي بر نمي  

. چـپ و راسـت هـستيم   حـد  حد وجود دارد يا خير، مجبور به بررسـي جداگانـة      

  : توان به سه دستة زير تقسيم كرد طور كلي، اين دسته از حدها را مي به

  حد توابع شامل جزء صحيح  - 3؛ حد توابع شامل قدرمطلق - 2؛ اي طهچندضاب حد توابع - 1

  . كنيم طور كامل بررسي مي ها را به در ادامه هر يك از اين قسمت

B��� ����� �� 	
����� ��  

)، تـابع  اي  چندضـابطه به منظور آشنايي با توابـع        )f x       درنظـر را  در شـكل زيـر 

  :  زير توجه كنيدگرفته و به موارد

  

  ( )

xe x
f x

x x

⎧ ⎪  ⎨
 ⎪⎩

2

2

1 2

  

  

)تابعكنيد    همانطور كه مشاهده مي    -1 )f x      اي اسـت كـه       ، يك تابع دو ضـابطه

x با  برابر 2 هاي كوچكتر از     x ازاي  به

e   ازاي  به و x  2مـساوي   يا  گتر  ر  هاي بز، 

x بابرابر 2
  . باشد  مي1

 تـابع عـوض     ة در يك يا چند نقطـه ضـابط        ، آنكه در اين گروه از توابع      دليل  به -2

 مختلف  ة از دو ضابط   ،چپ و راست در اين نقاط     حاصل حد    رو  اينشود، از     مي

  . آيد دست مي به

 ،اي  چندضـابطه  حـد توابـع      ة اساسي در محاسـب    ةنكت ،با توجه به اين موضوع     -3

همـانطور كـه   (اسـت   ها نقاط مرزي بين ضابطهحد چپ و راست در توجه به   

   .) ديديمA بخش 4در تمرين 

) اگر بخواهيم حد تابع    ،به عنوان مثال   )f x      ةدر نقط ـ در بـالا راx   بررسـي   2

  : كنيم، داريم

    ( ) ( )
x x

f x xlim lim
  

     
2 2

2
1 1 4   حد راست : 3

    ( )
x x

xf x e elim lim
  

 
2 2

2
  حد چپ : 

xةكه حد چپ و راست در نقط        از آنجايي   اين تابع در آن    پس   برابر نيستند،    2

  .)اين موضوع به سادگي از شكل تابع نيز قابل تشخيص است(نقطه حد ندارد 

  هاي قسمت دوم  زير شاخه

B-1-اي چندضابطه توابع   حد  

B -2 -حد توابع شامل قدرمطلق    

B -3 -حد توابع شامل جزء صحيح   

م 
و

د
ت 

م
س

ق
)

 
ل 

ب
قا

ب 
وا

ج
ا 

ب
د 

ح
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 )1(رياضيات عمومي

  . كنيم ميبررسي با هم زير در چند تمرين را اي  هضابط حد توابع چند ة محاسبةدر ادامه براي درك بهتر شما عزيزان، نحو

)در تابع را b و a مقادير  : 5 تمرين )f x  تابع در تمام نقاط حد داشته باشداين طوري تعيين كنيد كه . 

  ( )

x
e x

f x a x b x

x
x

⎧  
⎪
⎪

   ⎨
⎪
⎪  ⎩

2

1 0

0 1

1
2 1

  

، بنـابراين بـراي   هـستند اي حـد    جداگانه دار  طور  به شامل سه ضابطه است كه هر يك در بازة خود،             اين تابع  :حل

)آنكه تابع )f xبا هم برابر باشندها   بايد حد چپ و راست در نقاط مرزي ضابطه، نقاط حد داشته باشدة در هم:   

xشرط وجود حد در نقطة -1 0:  

  : ( ) ( )
x x

x f x f xlim lim
  

 
0 0

0  

  

x x

x

e ax b e a b blim lim
  

⇒    ⇒     ⇒ 
0 0

2 0
1 1 0 2  

xشرط وجود حد در نقطة -2 1:  

  : ( ) ( )
x x

x f x f xlim lim
  

 
1 1

1  

  

x x

b
ax b a b a a

x
lim lim

  


⇒    ⇒      ⇒ 

1 1

22 1
2 3 2 3 1  

aبنابراين اگر 1و b  ) باشد، تابع2 )f xاست نقاط داراي حد ة در هم .  

دانيم  مي :دقـت  
براي محاسبة حد در   رو    از اين تر از صفر است        كوچك 0

x، از ضابطة  0

e 1 ايـم   استفاده كـرده .

طور مشابه به
، از ضابطة آنتر از يك است و براي محاسبة حد در  بزرگ1

x

 1
  . ايم  استفاده كرده2

)اگر تابع  : 6  تمرين )
sec x tan x x

f x
cos x x

⎧
 ⎨ ⎩

0

0

)باشد، آنگاه حد   )
x

f
x

lim
  

1
 .دست آوريد  را به

براي حل اين سؤال ابتدا بايد توجه داشت كه حد          :حـل 
x

 برابر بـا  كند  ميل مينهايت بي به سمت منفي x وقتي  1

)صفر منفي است )0توان نوشت ، بنابراين مي :  

  ( ) ( )( )
x

f f f
x

lim


 
  

1 1
0  

)حـد چـپ   طـراح    درواقعتوان فهميد كه      ميپس با نگاهي ديگر      )f x در x 0   از بايـد    درنتيجـه خواسـته و    را

  : كرداستفاده تابع  دوم ةطضاب

  ( ) ( )
x x

f f x cos xlim lim


  
  

0 0

0 1  

  . آيد دست مي بنابراين جواب حد برابر يك به

 عدد مثبت

 نهايتي بيمنف
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 حد: اولفصل 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) x x

x x x x

g x f x h x
xf L

x xg h L
lim

lim lim 
 

 ⎧ ⇒ ⎪
⎨  
⎪⎩

0

0 0

  

  

 ������ �	
�)������(  

جـاي محاسـبة       حد يك تابع، قضية فشردگي يا ساندويچ است كـه در آن بـه              ةهاي جالب در محاسب     يكي از قضيه  

دسـت     را بـه   مـوردنظر حدشـان مـشخص اسـت، حـد          آن با دو تابع ديگر كـه         ةمستقيم حد تابع، از طريق مقايس     

گـاوس  بعـدها  صورت هندسي از اين قضيه اسـتفاده كـرد و            به ، عدد ةاولين بار ارشميدس در محاسب    . آوريم  مي

  . صورت امروزي بيان كرد  بهرا آن

) توابــعاگــر )f x، ( )g x و( )h x از)محــذوف( در يــك همــسايگي x x
0

 تعريــف شــده باشــند و در ايــن 

)همسايگي )f x   بين دو تابع ( )g x و ( )h x   قرار داشته باشد  ( ) ( ) ( )( )g x f x h x    حـد دو   مچنـين   هو

)تابع )g x و ( )h x  ة در نقطx
0

)دن باش ـ L يكـسان و برابـر بـا          ( ) ( ) )
x x x x

g x h x Llim lim
 

 
0 0

 حـد ، آنگـاه    

( )f x نيز در آن نقطه برابر با Lخواهد بود ( ( ) )
x x

f x Llim



0

  : ، يعني

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x x x x x

g x f x h x g x f x h x L f x Llim lim lim lim
   

  ⇒   ⇒  
0 0 0 0

  

  ( )
x x

f x Llim


 
0

  

  

همانطور كـه   . توجه كنيد مقابل   فشردگي به نمودار     ةبه منظور درك بهتر قضي    

)توابــع، كنيــد مــيمــشاهده مقابــل در شــكل  )f x ،( )g xو ( )h x  در يــك

xةهمسايگي محذوف در نقط    x
0

)انـد و     تعريف شده   )h x   بزرگتـر از ( )f x 

)و )f x  بزرگتر از ( )g x است  ( ) ( ) ( )( )g x f x h x    ه ك ـ  و درست زماني

x  به سمت x
0

) تـابع  ،كنـد    ميل مي   )h x      از بـالا و تـابع ( )g x       از پـايين بـه L 

)و به تابع  شوند    مينزديك   )f x  كـه بـه     مجبـور كننـد      را  آنآورنـد تـا        فشار مي

  : وشتنتوان   پس مي، ميل كندLسمت 

    

  

  . به تمرين بعد توجه كنيدقضية فشردگي براي درك بهتر 

xهمسايگي محذوفيك اگر در  :7 تمرين  | داشته باشيم0 ( ) |
sin x

f x
x

 1آنگاه حاصل ،( )
x

x f xlim
0

  كدام است؟ 

1 (1  2(1  3 (0  4 (حد وجود ندارد  

  : كنيم  حد داده شده، مراحل زير را طي ميةبراي محاسب :حل

) داده شده، محدودةةبا توجه به رابط -1 )x f xآوريم دست مي  را به :  

  | ( ) | ( )
sin x sin x sin x

f x f x
x x x

  ⇒    1 1  

  ( ) ( )
xsin x sin x

f x x sin x x f x x sin x
x x

         1 1  

  : داريم ساندويچ ةدر ادامه با استفاده از قضي -2

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x x

x sin x x f x x sin x x f x x f xlim lim lim lim lim
        

    ⇒   ⇒ 
0 0 0 0 0

0 0 0  

  ساندويچةطبق قضي

 كنيم   جمع ميبا يكراطرفين

 .صحيح است)3(بنابراين گزينة 
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 فصل اولهاي تست

  

پاسخ عبارت -1
x

x x

x x

lim


 
 

2

2
4 3

2 2
 )86آزاد  -مكانيك (  : برابر است با 

1(  2(  3 (وجود ندارد)4  صفر .  

حاصل -2

x

tan x

cot x
lim

 


2

 )80 -مكانيك (   كدام است؟

1(  2(4  1)3   صفر(  

مقدار -3
x

cos x

x

lim   
 )87 آزاد -ژئوفيزيك (   كدام است؟

1(
1

  2(  3(موجود نيست) 4   صفر.  

مقدار - 4
[ ]

[ ]
x

x x

x

lim





1

4 4

1
 )89 آزاد -اي  هسته(   كدام است؟

)3   صفر)2  1)1 1

3
  4(

1

3
  

حد عبارت  -5
x x

x

  
4

2
1 1

x وقتي   )93 -كشاورزي (   كدام است؟ 0

1(
1

2
  2(

1

4
  3(

1

4
  4(

1

2
  

حد -6
( )

x

ln x

x
lim



0

1
 )86 آزاد -عمران (  : برابر است با

    4(1)3  1)2   صفر)1

 حاصل -7
| |x

cos cos x

x x

lim



1

2

22
 )84 آزاد -مكانيك (  : برابر است با

1(sin2 2  2(cos2 2  3(cos 2  4(sin2 2  

، aاز مقاديري  چه ازاي به - 8
( )

( )x a

x a

x
cos

a

lim 





2

1

 برابر
 2

2
 )87 -آمار (   است؟

1( 1
2

  2(1  3( 2  4(3  

اگر  -9
x

x x

x ax b

lim


  
 1

2

2 3 1

4
 )92 -مديريت و حسابداري (   كدام است؟b باشد،

1(6  2(4  3(4  4(6  

اگر -10
x

x ax b

x

lim


  
2

2

2

5

4
4

a، حاصل b87 -فيزيك پزشكي (   كدام است؟( 

1(6  2(4  3(4  4( 6  
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 )1(رياضيات عمومي

حاصل -11
| |x

x x

x x

lim


  
 2

2

2

2 12

6

 )85 -آبياري (   كدام است؟

1(/0 25  2(/0 3  3(/0 6  4(/0 75  

فرض كنيد -12
( )

x

x acos x b sin x

x

lim


  
0

3

1
 )90 -ريت نساجي مدي(  ترتيب كدام است؟   بهb و aصورت مقدار  ، در اين1

1( 7
2

 ،  9
2

  2( 5
2

 

، 3
2

  3( 3
2

 

،3

2
  4(

3

2
 

، 3
2

  

ار حدمقد - 13
x

xe

tan x

lim   




2

1

1 2

2

1
 )89 -مواد (   كدام است؟

1(1  2(4  1)3   صفر(  

مقدار حد -14
( )

x e

ln x
log

x e
lim
 

 )85 -مكاترونيك (   كدام است؟2

1(
e

log 21

2
  2(elog

2

1

2
  3(

e
log

e
21

  4(elog
e 2

1
  

15- 

( )x

sin x arctan x

x ln x

lim




0

2
1

 )88 آزاد -رياضي (  : برابر است با

1(
1

3
  2(

1

6
  3(

2

3
  4(

3

2
  

اگر - 16
| |

x

a x x

x

lim
 

  


2
8

1
xة، حد چپ عبارت مفروض در نقط  باشد 2   )86 -ژئوفيزيك (   كدام است؟1

1( 8

3
  2( 7

6
  3( 4

3
  4( 5

6
  

حاصل -17
x

x

x

lim





0

1

1

1 2

3 2

 )83 آزاد -مكانيك (  : برابر است با

1(
3

5
  2(1  3(

1

3
  .حد موجود نيست) 4  

كدام گزينه پاسخ -18
x

x

x

lim
 



2
3 4

2 5

 )87 آزاد -مكانيك (   است؟

1(
4 5

5
  2(  3(

5 3

7
  4( 3

2

  

) حاصل حد -19 )
x

x
x

e xlim
 


1

3
 )88 آزاد -رياضي (  كدام است؟  5

1(e
5

  2(e

3

5  3(e

5

3  4(e
3
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 فصل اولهاي تست

)مقدار -58 )
n

nnx x

e

n

lim
 





2

 )86 - رياضي(   كدام است؟1

1(1  2(

x

e


2

2  3(

x

e

2

2  4(  

)حاصل -59 )

x

tan x
sin xlim



2

2

 )84 -ي هاي كشاورز مكانيك ماشين(   برابر كدام است؟

)e  3)2   صفر)1
e

1
  4(1  
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