


ده سال پیش در یکی از دانشگاه های آمریکا، آزمایشی بسیار جالب و تاریخی انجام شد. در این 
آزمایش یک آکواریوم بسیار بزرگ ساختند و با قراردادن یک دیوار شیشه ای در وسط آکواریوم،  
آن را به دو بخش تقس��یم کردند. در یک بخش از آن یک ماهی گوش��تخوار بزرگ و در بخش 
دیگر آن ماهی های کوچکی را قرار دادند که غذای ماهی گوشتخوار محسوب می شوند. ماهی 
گوش��تخوار بزرگ بارها و بارها به س��وی ماهی های کوچک حمله می ک��رد ولی هر بار با دیوار 

شیشه ای نامرئی برخورد می کرد و به غذای مورد علاقه اش نمی رسید و ... . 
پس از چند روز تلاش، ماهی شکارچی دیگر به سمت ماهی های کوچک حمله نمی کرد و 

باور کرده بود که رفتن به آن سوی آکواریوم، محال و غیرممکن است. 
اما در پایان آزمایش، روانشناس��ان دیوار شیشه ای نامرئی را برداشتند و نکته جالب این بود 

که ماهی بزرگ، دیگر به سمت ماهی های کوچک حمله نکرد و ... . آیا می دانید چرا ؟ 
بله اگرچه دیوار شیش��ه ای دیگر وجود نداش��ت، اما ماهی بزرگ در ذهنش دیواری ساخته 
بود که از دیوار واقعی سخت تر و بلندتر بود؛ دیوار بلند باور، باوری از جنس محدودیت، 
باوری از جنس ناتوانی. ا گر ما در میان اعتقادات و باورهای خودمان جستجو کنیم، بی تردید 
دیوارهای شیشه ای بلند و سختی را خواهیم یافت که نتیجه مشاهدات و تجربیات ماست و 
بسیاری از آنها وجود خارجی ندارد. نمونه ای بارز از این موضوع، باور ا کثر دانشجویان به 
س��خت بودن درس ریاضی )2( در کنکور کارشناسی ارشد است. ما در این کتاب، تصمیم 
گرفته ای��م که به ش��ما عزیزان ثاب��ت کنیم که این درس اولًا بس��یار قابل فهم و منظم اس��ت 
 و ثانیاً پتانس��یل بس��یار بالایی برای کس��ب درصدهای خوب و تغییر در سرنوش��ت آزمون 
کارشناس��ی ارش��د ش��ما را دارد. به همین منظور با دیدگاهی جدید به این درس پرداخته و 
بهترین، مطمئن ترین و جذاب ترین منبع را برای ش��ما عزیزان تولید کرده ایم. با اطمینان به 
شما قول می دهیم که با مطالعه کتاب ریاضی )2(، اولًا از یادگیری آن لذت می برید و ثانیاً با 

کمترین زمان، بهترین نتیجه ممکن را در آن کسب می کنید. 
نگاه منفی بس��یاری از دانش��جویان به ریاضی )2(، به دلیل برخورد با مس��ائل سه بعدی در 
این درس می باش��د. در این کتاب که در حدود یک س��ال نگارش آن زمان برده اس��ت، با 
عش��ق و علاق��ه کلیه مراج��ع و منابع جدید ای��ن درس را  که در بهترین دانش��گاه های دنیا 
 تدریس می شوند، در کنار تجربیات خود قرار دادیم و تلاش کرد یم تا نشان دهیم که مفاهیم 
ریاضی )2( در صورت بیان درس��ت، بسیار قابل درک و جذاب می باشند. برای استفاده هر 

چه بهتر از این کتاب، به موارد بیان شده توجه کنید: 
        در اولین قدم برای بهتر شدن روند یادگیری شما عزیزان، هر فصل را به چند قسمت 
کوچکتر تقسیم کرده ایم تا هم تفکیک مطالب در ذهن شما بهتر انجام شود و هم از مطالعه 
یک فصل طولانی خس��ته نش��وید. همچنین به عنوان یک پیش��نهاد در هر بار مطالعه، یک 

قسمت از هر فصل را به خوبی بخوانید. 

ءمقدمه و راهنمای مطالعه اين کتاب: 
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        برای چیدمان تمرین ها ساعت ها فکر کرده ایم و تمرین ها را با یک روند آموزشی بسیار 
منظ��م آورده ایم. همچنین در لابه لای تمرین ها مطالبی از قبیل کمی خلاقیت، کمی دقت و 

... گنجانده ایم تا شما را به ریاضی علاقه مندتر کنیم. 
        در دومی��ن ق��دم، پ��س از مطالعه دقیق درس��نامه های هر فصل، بخش��ی تحت عنوان 
افزای��ش مهارت و تس��لط بیش��تر را در کتاب ق��رار دادیم که با مطالعه دقی��ق آن، به جرأت 
می توان گفت هیچ تست استانداردی باقی نمی ماند که ایده اصلی آن برای شما آشنا نباشد. 
         در ق��دم بع��د بخش جذاب توصیه نام��ه را در کتاب قرار داده ایم تا بعد از مطالعه کامل 

هر فصل، یک بار دیگر نکات مهم و کاربردی آن را با هم مرور کنیم. 
         ا گ��ر م��وارد ف��وق را به خوب��ی انج��ام دهی��د، قادر خواهی��د بود ک��ه خودآزمایی های 
 هر فصل را خودتان حل کنید. پاس��خ تش��ریحی این خودآزمایی ها را می توانید در س��ایت

www.serieomomi.com مشاهده نمایید. 
        تجربه نشان داده است، کسانی که ریاضی را با این شیوه نوین یاد می گیرند، قادر خواهند 
بود آن را با کیفیت خوبی تدریس کنند. از اینرو صمیمانه از شما تقاضا داریم بعد از مطالعه این 
کتاب، مباحث جدیدی که یاد گرفته اید را به دوستان خود نیز بیاموزید تا این مفاهیم در سراسر 

این مرز و بوم، حتی دورترین و محروم ترین نقاط کشور نیز انتشار یابد. 
 در ای��ن قس��مت ابت��دا از خانواده ه��ای صبورم��ان ک��ه در تمام��ی مراحل تهی��ه  این کتاب 
پ��ا به پای ما، فش��ار این کار را تحمل کردند، نهایت تش��کر و قدردان��ی را داریم. در ادامه 
از دوس��ت ارجمن��د، دکتر محم��د آهنگر که در لحظه لحظ��ه تألیف این کت��اب ما را یاری 
 ک��رده و از نظرات ارزشمندش��ان به��ره بردیم، تش��کر می کنیم. لازم اس��ت از جناب آقای
دکتر ش��ریفیان مدیریت محترم انتش��ارات، که تمام امکانات لازم جهت هر چه با کیفیت تر 
شدن این پروژه را در اختیار ما گذاشته اند و همچنین از ویراستار علمی این اثر، جناب آقای 
دکتر مجید فرقانی که اینک در خارج از مرزهای کشور عزیزمان ایران به سر برده و مشغول 

افتخارآفرینی هستند، نهایت تشکر و قدردانی را داشته باشیم. 
علیرغ��م تلاش های فراوانی که برای بازبینی این کتاب ش��ده اس��ت، وجود اش��کال در آن 
غیرممک��ن نبوده و از اس��اتید گرانقدر و دانش��جویان عزیز تقاضا می ش��ود، پیش��نهادات و 

انتقادات خود را از طریق ایمیل seriomran@yahoo.com مطرح نمایند. 

                                                      محمد صادق معتقدی - مسعود مهدیان - عباس تاجیک 
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آنچه را که با عشق و اشتیاق بخواهید و در دستیابی به آن 

پافشاری کنید، بی تردید به دست خواهید آورد. 

ناپلئون

www.serieomomi.ir

مروری بر آنچه خواهيم خواند:
در ریاضی )1( با مفهوم انتگرال آش��نا ش��دیم. در این فصل می خواهیم آن مفاهیم 
را به انتگرال دوگانه تعمیم دهیم و با استفاده از ویژگی های انتگرال دوگانه به حل 
مسائل بپردازیم. برای این منظور بحث را ابتدا با انتگرال گیری روی ناحیه مستطیلی 
ش��روع می کنیم و س��پس آن را به نواحی کلی تر تعمیم می دهیم. دسته بندی دقیق  
این فصل باعث ش��ده که دانش��جویان با مطالعة آن دیگ��ر در حل انتگرال دوگانه 

مشکل خاصی نداشته باشند. 
برای درک بهتر شما عزیزان این فصل را مطابق نمودار زیر آموزش می دهیم: 

فـصـل شــشــم:

ل د و گـا نـه ا نــتــگــر ا



A��� �������	 
��  

هـا بـه فـرم         اين انتگرال  ،هاي دوگانه را حل كنيم      خواهيم انتگرال   در اين فصل مي   
  : شوند كلي زير مشاهده مي

   ,( )

R

f x y d A∫∫ :فرم كلي انتگرال دوگانه  

 dA پارامترهـاي  خـواهيم مفهـوم      آموزشـي مـي    تمرين سادة حل يك   در ادامه با    
  : ياد دهيمعزيزان را به شما Rو

x انتگرال دوگانه:1 تمرين y dx dy∫ ∫
2 3 2

1 1
 . را با فرم كلي انتگرال دوگانه مقايسه كنيد 

  : در مورد اين انتگرال به موارد زير توجه كنيد :حل 

dx مشخص است كـه    ،ي انتگرال داده شده با فرم كلي        از مقايسه  dy همـان  

dA باشد مي .  

ها نشان داده شده است       در اين انتگرال به صورت اعداد روي انتگرال       Rناحية
 1و بـازة  ) dxي اولين المان يعنمربوط بهمتغير  (x تغييرات،3 تا 1بازة كه  
  . دهد را نشان مي) dyمتغير مربوط به دومين المان يعني (y تغييرات،2تا 

  

  x y dx dy∫ ∫
2 3

2

1 1

  

  

  . هاي انتگرال هستند  همان كران،در واقع اعداد نشان داده شده در بالا

  :  يك مستطيل به صورت زير استR ناحية،هاي فوق  به بازهبا توجه

  

  

  

  

  

صـورت عـدد ثابـت هـستند را           هايي بـه    هايي كه داراي كران     بنابراين انتگرال 
  . ناميم ميانتگرال روي ناحية مستطيلي 

dxترتيب آمدن  dy        يعني ابتدا با فرض ثابـت بـودن y از تـابع تحـت     ايـد    ب
   : بگيريم انتگرال )متغير مربوط به المان اول (xانتگرال نسبت به 

  ( ) ( )x y dx y x dxx y dx dy dy dy ∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫
2 3 3 3

2 2

1 1

2 2
2

1 1 1 1

  

  ( ) ( )y dy y
x

dy y dy   ∫ ∫ ∫
3 3 3

2 2 2

1 1 1

3

1
3

263 1

3 3 3
  

متغير مربوط به المـان   (yبه را نسبت دست آمده     بهانتگرال  حاصل  در نهايت   
  :كنيم محاسبه مي) دوم

  ( ) ( )
y

y dy     ∫
2 2 222

1
1

26 26 26 26 32 1
13

3 3 2 3 2 2 3 2
  

  هاي قسمت اول زير شاخه

A-1 -  مفاهيم اوليه  

A -2 -   چند مثال متنوعبررسي  

� اول  � ��
ا(

 	 

� � � ل دو��� رو� �� �ا �
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انتگرال دوگانه :ششمفصل 

  

  : شود  استفاد ميهاخواهيم نتايج ساده و كاربردي بگيريم كه در اين فصل از آن از حل اين تمرين آموزشي مي

dxآمدنترتيب   كه مشاهده كرديم     همانطور dy     ثابت بـودن   يعني ابتدا بايد با فرض y،      از تـابع تحـت

  . انتگرال بگيريم xگرال نسبت بهتان

dyزنيد كه اگر    حدس مي   احتمالاً dx   در انتگرال ظاهر شود، ابتدا بايد با فـرض ثابـت بـودن x،   از تـابع

  . بگيريمانتگرال  yتحت انتگرال نسبت به

اسـت  يك مـستطيل    Rهاي انتگرال دوگانه اعداد ثابتي هستند، ناحية        هايي كه كران    طور كلي در مثال     به

  . كنيم طور كامل بررسي مي بهدر اين قسمت را كه اين موضوع 

بررسـي كـرديم،   ) 1(نجم رياضـي  را در فـصل پ ـ آنها گيري كه  هاي انتگرال    دانستن تكنيك  ،در اين فصل  

  .ضروري است

  

  .دهيم هاي متنوع مهارت شما را در اين قسمت افزايش مي در ادامه با بررسي مثال

A��� ����� ��	� 
�� ����  

 .دست آوريد هاي زير را به حاصل انتگرال : 2 تمرين

1  (x cos y dy dx



∫ ∫
3 2

2

0 0
x) 2  )82 - ژئوفيزيك(   cos y dx dy



∫ ∫
3 2

2

0 0
 

    :حل 

dyبا مشاهدة  -1 dx     توان فهميد ابتدا بايد     در انتگرال داده شده ميx     گرال تتحت ان  را ثابت فرض كرده و از تابع

  : انتگرال بگيريم yنسبت به

  ( )xx cos y dy d cos y dyx dx

 
 ∫∫ ∫ ∫

2
3 3

22

0 0 0

2

0

  

  ( ) ( )x sin y dx x sin sin dx x dx




   ∫ ∫ ∫
3 3 3

22 2 2

0 0 0

0

2
0  

  
x

x d x  ⇒ ∫
33

3
2

0
0

9
3

  گيريم انتگرال مي xبهنسبت در ادامه 

dx با مشاهدة  ،طور مشابه  به -2 dy ابتدا y                را ثابت فرض كرده و از تـابع تحـت انتگـرال نـسبت بـه x   انتگـرال 

  :گيريم مي

  ( )cox co s ys y dx dy x d x dy

 
∫ ∫ ∫∫

3
22 2

0 0 0

3
2

0

  

  

  ( ( )( ) dy cos y dy cos
x

cos y y dy

  
   ∫ ∫ ∫

3

2 2 2

0 0

33

0
0

0

3
9

3 3
  

  ( )cos y dy sin y sin sin

  
    ⇒ ∫ 2 2

0
0

9 9 9 0 9
2

  گيريم انتگرال مي yت بهبدر ادامه نس

1 0

1 0
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 )2(رياضيات عمومي

  

اينكه ابتدا تگرال ثابت هستند، هاي ان هايي كه بازه در انتگرال  كهتوان فهميد   مي ،صفحة قبل با توجه به تمرين     

. ريم، در پاسخ نهايي انتگرال تـأثيري نـدارد    ي انتگرال بگ  xاول نسبت به  اينكه   انتگرال بگيريم و يا      y به نسبت

  : شود اين موضوع به بيان رياضي به صورت زير نوشته مي

  , , ,( ) ( ) ( )
b d d b

a c c a
R

f x y dA f x y dy dx f x y dx dy ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

فـوبيني رياضـيدان ايتاليـايي بـه قـضية          افتخار گوئيـدو    جه مهم در رياضيات به      ياين نت بدانيد كه   جالب است   

  . فوبيني معروف است
  

ــة   : 3 تمرين ــر ناحي ــه Dاگ ــورت ب )}ص , ) | , }D x y x y    0 2 1 ــد، 2 ــرال  باش ــل انتگ ــة  حاص  دوگان

( )

D

x y d A∫∫
2

 )81 -اي  هسته(  ست؟كدام ا 3

1(6  2( 6  3( 12  4(12  

  :دهيم هاي انتگرال نشان مي  را بر روي كرانDابتدا ناحيةبراي حل اين انتگرال دوگانه،  :حل 

  ( )( )
D

x y dx d A dyy x  ∫∫∫ ∫
2

2

1

2
2

0

3 3  

  :گيريم  انتگرال ميy، نسبت به xدن  ثابت بودر ادامه با فرض

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
y

y

x
xy y dx x x dx x d x x




          ∫ ∫ ∫

22
22 2 2

3

10 0 0
0

2 8 1 7 7 12
2

  

  .صحيح است) 4(بنابراين گزينة 

)به عنوان تمرين بيشتر، حاصل    : نيکمی تمـر   )x y dx dy∫ ∫
2 2

2

1 0

آوريـد و آن را بـا       دسـت    را خودتان بـه      3

  .پاسخ فوق مقايسه كنيد

)گانة دو حاصل انتگرال : 4 تمرين )y sin xy d y d x


∫ ∫
2

1 0
 )82 - علوم كامپيوتر(  :  برابر است با

  3(2  4( )2   صفر)1
3

2
  

    :حل 

)د نظر، ابتدا انتگـرال درونـي يعنـي        راي محاسبة حاصل انتگرال دوگانة مور      ب :روش اول  )y sin x y dy

∫
0

 را بـه    

    : كنيم  ء به جزء حل ميتعميم روش جز كمك  

  

  ( )y sin x y dy dx


∫ ∫
2

1 0

  

  ( ) ( ( ) ( ))

y

y

y
y sin x y dy cos xy sin x y

x x

 




 ⇒ ∫ 20

0

1
  

  ( ) ( )cos x sin x
x x

     
2

1
0  

y 2 y 1

انتگرال دروني

  علامت  مشتق  انتگرال

( )sin xy  y  +  

( )cos x y
x

1
 1  -  

( )
x

sin x y

2

1
 0  +  
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انتگرال دوگانه :ششمفصل 

  : انه برابر است بابنابراين حاصل انتگرال دوگ

  ( ) ( ( ) ( ) ) ( )y sin x y dy dx cos x sin x dx I
x x

   
 ∫ ∫ ∫

2 2

21 0 1

1
  

  :آوريم ه جزء حاصل انتگرال قسمت اول را به دست ميدر  ادامه با كمك روش جزء ب

  ( )cos x dx
x

 ∫ :قسمت اول  

  

( )

dx
u du

x x

dv cos x dx v sin x  

 

 

⎧ 
⎪
⎨
⎪ ⎩

2

1

  

  :بنابراين داريم

  

  

( ) ( )
( )( )

sin x sin x
u dv uv v du cos x dx dx

x x x

   
    ⇒∫ ∫ ∫ ∫ 2

  روش جزء به جزء : 

  :  داريم،در ادامه اگر عبارت قرار گرفته در كادر آبي را به سمت چپ ببريم

  

  
( ) ( )

( ( ) ( )
sin x sin x

cos x dx dx II
x xx

     ∫ ∫ 2
  

)و در نهايت با توجه به )Iو ( )IIتوان نوشت  مي:  

)     1گزينة (  
( )

( )
sin x sin

y sin x y dy dx sin
x

        ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

2
2

1 0
1

0

2

2
  

  

 حـل سـؤال      باعث شد كـه    y گيري نسبت به     انتگرال شروع ، كه مشاهده كرديد در اين سؤال      همانطور: هيص ـتو

گيـري نـسبت      شـود كـه انتگـرال        روندي در كنكور روبرو شديد، توصيه مي       چنينگاه با   هر. طولاني شود نسبتاً  

  . ايم  موضوع را در روش دوم توضيح داده را امتحان كنيد كه اين)متغير ديگر (xبه

  

  : آيد دست مي  حاصل انتگرال به راحتي بهگيري را تغيير دهيم، در اين تمرين اگر ترتيب انتگرال :روش دوم

  (( ( ) )) yy sin x y dy dx sin x y d yx d
 

 ∫∫ ∫ ∫
2

1 1

2

0 0

  

  ( ) ( )( ) ( )
x

x

y sin x y dx dy y cos x y dy
y

  


 

∫ ∫ ∫
2

2

0 1 0
1

1
  

  

  ( ( () ) )cos cos dy cos y cos dy sin y siny y y y

 
       ∫ ∫

0 0

0

1
2 2 2 0

2
  

)  :ادآوریي ) ( )sin ax dx cos ax sin yx dx cos x y
a y

   ⇒∫ ∫
1 1

  

 قسمت اول

قسمت دوم

 مشتق

 انتگرال

قسمت دوم انتگرال

 قسمت اول انتگرال

 قسمت دوم انتگرال

yآيد مانند عدد ثابت است و بيرون مي 
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 )2(رياضيات عمومي

  

)فرض كنيد تابع , )f x yير نشان دادتوان آن را به صورت ز  و مياست پذير يك تابع تفكيك:  

  ,( ) ( ) ( )f x y g x h y  

  ,: ( )
x y x yf x y e e e 3   مثال ساده3

  

],,يلدوگانة تابع را روي ناحية مستطي    انتگرال  حاصل  در اين موارد اگر      ] [ ]a b c d تـوان انتگـرال     بخواهند، مـي

  : انتگرال يگانه نوشتدو ضرب  دوگانه را به صورت حاصل

  ,( ) ( ) ( )
b d b d

a c a c
f x y dy dx g x dx h y dy ∫ ∫ ∫ ∫  

  : به عنوان مثال در انتگرال زير داريم

  

  
x y x ye dy dx e dx e dy  ∫ ∫ ∫ ∫

1 3 1 3
3 3

0 0 0 0

  

  

  ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
x y

e e e e e e e e      
1 3

3 1 0 9 0 9

0 0

1 1 1
1 1

3 3 3
  

  

 مقدار  : 5 تمرين
R

x
d x dy

y∫∫ 2
1

)},, كه در آن   ) | }R x y x y    0 2 0  )90 -فلسفه علم (  :   برابر است با1

1(

4

  2(

2

  3(
 2

2
  4(

 2

4
  

 يـك   Rناحيـه    (ثابـت بـودن حـدود انتگـرال       همچنـين   و  تحت انتگرال   پذير بودن تابع      با توجه به تفكيك    :حل 

  : كنيم صورت زير بازنويسي مي به آن را ،)مستطيل است

  ( )( )

R

x x dy
dx dy dx dy x dx

y y y


  ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫
1 2 2 1

2 2 20 0 0 011 1

  

  

))     2گزينة (   )( ) ( )( )
x

tan y
     

2 12

1

0 0

4 0
0

2 2 2 4 2
  

  

)به خاطر داريم كه اگر تابع     ) 1(از رياضي    )f x   فرد باشد، حاصل ( )
a

a

f x dx
∫   مـشابه  . صـفر اسـت   بـا    برابر

 فرد بـوده و     xبع تحت انتگرال نسبت به      ، اگر تا  در واقع .  نيز داريم  هاي ثابت   همين بحث در انتگرال دوگانه با كران      

aگيريم، اي كه روي آن انتگرال مي در ناحيه x a   صفر استبا  باشد، حاصل انتگرال دوگانه برابر .  

),,)      xشرط فرد بودن تابع نسبت به (   ) ( )f x y f x y    

  ( )y sin y x dx dy


 ∫ ∫
1 3

4 2 3

0 3

0  

  

  

  

( )h y

( )g x

( ) ( )g x h y

 حدود انتگرال اعداد ثابت هستند

 پذير است تابع تحت انتگرال تفكيك

 Rناحيه 

 .پذير استتابع تحت انتگرال تفكيك  .انتگرال اعداد ثابت هستندحدود 

 مثال براي درك بهتر
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انتگرال دوگانه :ششمفصل 

  

   : xفرد بودن تابع تحت انتگرال نسبت به بررسي 

  

,( ) ( )
, ,( ) ( )

,( ) ( ( ) ) ( )

f x y y sin y x
f x y f x y

f x y y sin y x y sin y x


  

    

⎧⎪
⇒⎨

⎪⎩

4 2 3

4 2 3 4 2 3

  

بنابراين توصـيه مـا بـه    . امكان حل آن وجود نداردكه  شويد     متوجه مي  ،اگر بخواهيد انتگرال فوق را حل كنيد      

ا فرد بودن    ابتد ،كه بازة متقارن را مشاهده كرديد       هاي دوگانه هنگامي    شما عزيزان اين است كه در حل انتگرال       

  . مند شويد  از اين نكته بهره،در صورت امكانتا  تابع تحت انتگرال را بررسي كنيد
  

)مقدار انتگرال  : 6  تمرين )

R

x y xy d x dy∫∫
3 3 x مستطيلR كه در آن 2  1 y و1 0   كدام است؟ ،باشد  مي1

  )87 - رياضي (  3) 4  2) 3  1) 2  0) 1

  : كنيم صورت زير بازنويسي مي ابتدا انتگرال را به :حل 

  ( )x y xy dy dx


∫ ∫
1 1

3 3 2

1 0

  

  

   : را بررسي كنيمxبد نيست كه ابتدا فرد بودن تابع نسبت به ،  xبا توجه به متقارن بودن بازه نسبت به 

  , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y x y x y x y xy x y xy f x y            3 3 2 3 3 2 3 3 2
  

  . باشد ميصفر با  فرد است و بنابراين حاصل انتگرال برابر xنسبت به   fكنيد تابع  همانطوركه مشاهده مي

))      1گزينة (   )x y xy dy dx


 ∫ ∫
1 1

3 3 2

1 0

0  

  

  

  .  متقارن بودyنسبت به محور  فرد و ناحيه xدر تمرين قبل در واقع تابع نسبت به 

  

  

   Rشكل ناحيه :   

  

 نيـز   زيـر صـورت      بـه  Rطور مثال اگر ناحيـه        به. شدبا  هاي غير مستطيلي نيز مي      اين نكته قابل تعميم به ناحيه     

  : صفر استزير برابر با باشد، مجدداً حاصل انتگرال 

  

  ( )

R

x y xy dx dy ⇒ ∫∫
3 3 2

0  

  

 تبديل كنـيم،  x را بهx زوج است، يعني اگر در آن xكنيد معادلة ناحية فوق نسبت به    همانطوركه مشاهده مي  

 اگـر تـابع تحـت انتگـرال نـسبت بـه يكـي از                ،توان گفـت    تر مي   به بيان كلي  . كند  احيه هيچ تغييري نمي   معادلة ن 

  .  صفر است بامتغير زوج باشد، حاصل انتگرال برابرهمان گيري نسبت به   فرد و ناحية انتگرالy يا xمتغيرهاي 

 . فرد استxنسبت به تابع 

,( )f x y

   فردxنسبت به 

  . متقارن استxگيري نسبت به بازه انتگرال
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 )2(رياضيات عمومي

  

)حاصل انتگرال : 7 تمرين )x

x y

e sin x y dx dy
 
∫∫

2

2 2

2

1

 )80 آزاد - عمران(  .  دست آوريد   را به

)2  صفر ) 1

2

  3(e

 25

5
  4(( )e


25
1

25
  

حـل آن  رسـد و احتمـالاً نكتـة خاصـي در      نظر مي  كنيد، انتگرال بسيار دشواري به      همانطوركه مشاهده مي   :حل 

تحت انتگـرال را نـسبت      بد نيست فرد بودن تابع      ،   y و   xبه  با توجه به زوج بودن معادلة ناحيه نسبت         . وجود دارد 

  : كنترل كنيمy وxبه

  ,( ) ( )
xf x y e sin x y
2

2
  

), فرد استyتابع نسبت به    ) ( ( )) ( ) ( , )
x xf x y e sin x y e sin x y f x y        ⇒

2 2
2 2

  

صـفر  بـا  ، حاصل انتگرال برابـر   زوج استyگيري نسبت به معادله ناحيه انتگرال فرد و yاز آنجاكه تابع نسبت به  

  . صحيح است) 1(است و در نتيجه گزينة 

  .  فرد نيستxعنوان تمرين خودتان كنترل كنيد كه تابع نسبت به  به: نيکمی تمر
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 )2(رياضيات عمومي

  

x ناحيهDاگر  -1 0 y و1 0  انتگرال دوگانه  مقدار، باشد1
( )

D

d xdy

x y 
∫∫ 2

1

 )93 -مديريت نساجي (   كدام است؟ 

1(ln 2  2(ln
7

3
  3(ln

5

3
  4(ln

4

3
  

x ناحيه محصور بين خطوط  Dاگر  -2  0 ،y و y xمقدار، باشد ( )

D

cos x y d xdy∫∫ 93 -معدن (   كدام است؟( 

1 (2  2 (1  3(1  4(2  

)مقدار انتگرال  -3 )

D

x y d xdy ∫∫ 1 2 x ناحيهDكه در آن  ( كدام است؟ 3 y 2 2
 )93 -برداري  نقشه(   ).باشد  مي4

1 (0  2(  3(2  4(4  

مقدار انتگرال  - 4
y

x 
∫ ∫ 3
1 1

40

1

1

 )MBA - 93(   برابر كدام مقدار زير است؟   

1(
ln 2

8
  2(

ln 2

4
  3(

ln 2

2
  4(ln 2  

),انتگرال دوگانه تابع -5 )
sin x

f x y
x

 هاي  در ناحيه محصور به خطy x  0،y x  x و0



2

    كدام است؟ 

1 (0  2 (1  3 (2  4(

2

  )82 -مواد (  

),انتگرال دوگانه -6 )
y

f x y d xdy


∫ ∫
2

1 1

1 0
 )84 -فلسفه علم (  :  برابر است با 

1(,( )
x

f x y dy dx


∫ ∫
2

1 1

1 0
  2(,( )

x

f x y dy dx


∫ ∫
2

1 1

1 0
2  

3(,( )
x

x

f x y dy dx


 
∫ ∫

2
1 1

0 2
1

  4(,( )
x

x

f x y dy dx


 
∫ ∫

2
1 1

0 2
1

2  

حاصل -7
R

x y dA∫∫
2 yهاي  ناحيه محدود به خطوط معادله R وقتي 2  1،y  2 ،x  x و0 y باشد، كدام است؟    

1(
7

2
  2(

7

3
  3(

7

4
  4(

7

5
  )84 -ژئوفيزيك (  

),,گيري در عبارت    با تغيير ترتيب انتگرال    - 8 ) ( )
x x x

f x y dy d x f x y dy d x
  

∫ ∫ ∫ ∫
22

1 2 4 3
3

0 0 1 0

1
 كدام گزينـه    

 )93 -معدن (  آيد؟  دست مي به

1(,( )
y y

y

f x y dx dy
 

∫ ∫
2

2 2
2

3
0

2

  
2(,( )

y y

y

f x y dx dy
 

∫ ∫
2

2 2
1

3
0

2

  

3(,( )
y y

y

f x y dx dy


∫ ∫
2

2
2

3
0

2

  
4(,( )

y y

y

f x y dx dy


∫ ∫
2

22
1

3
0

2

  

)اگر -9 ) ( )
tan x t

F x u du dt ∫ ∫
5

0 1
) آنگاه باشد،1 )F   )90 -علوم دريايي (   كدام است؟ 0

  2) 4  2)3  1) 2  صفر) 1
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 سؤالات خودآزمايي فصل ششم

مقدار -10
y

x

D

e dy d x∫∫  كه در آن D خطوط  ناحية محدود بهy x ،x  y و1   )93 -فيزيك دريا (  ، كدام است؟ باشد مي 0

1(e 1  2(
e 1
2

  3(e 1  4(
e 1
2

  

)مقدار انتگرال  -11 )
x

x y y x dy d x


 ∫ ∫
1 1 2

0 0
uتوانيـد از تغييرمتغيـر      مي: راهنمايي( برابر با چيست؟     2 x y  

vو y x   )86 -برداري  نقشهعمران (  .)   استفاده كنيد2

1(
4

9
  2(

2

3
  3(

2

9
  4(

1

4
  

xدايرهقرص  ناحيه درون Dاگر  -12 y 2 2
) باشد، آنگاه مقدار 1 )

D

x y dA ∫∫
3 5

2  )91 -مواد (   كدام است؟ 3

1(6  2(4  3(2  4(2  

xاي در ربع اول محدود به دايرة  ناحيهRاگر  - 13 y 2 2
x و خط1 y   مقدار انتگرال، باشد1

R

y dA∫∫ برابر است با : 

1(
1

6
  2(

1

3
  3(

3

2
  4(

10

3
  )90 -رياضي (  

,اگر - 14 ,,{ ( ) | }D x y x y x y    2 2
0 ]، مقدار انتگرال دوگانة     0 ( ) ( )]

D

xy cos x y sin x y d xdy  ∫∫
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1-  4    9-  2    17-  1    25-  4    33-  4    41-  4    49-  4  

2-  4    10-  2    18-  3    26-  2    34-  2    42-  2    50-  3  

3-  4    11-  3    19-  4    27-  3    35-  3    43-  2    51-  1  

4-  2    12-  4    20-  3    28-  3    36-  1    44-  2    52-  2  

5-  3    13-  1    21-  3    29-  2    37-  2    45-  2    53-  1  

6-  3    14-  2    22-  4    30-  1    38-  4    46-  1        

7-  1    15-  3    23-  4    31-  4    39-  3    47-  2        

8-  4    16-  2    24-  2    32-  4    40-  2    48-  2        
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