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فـصـلدوم:

معادلاتمرتبهدوموبالاتر

مروری بر آنچه خواهيم خواند:
در ای��ن فص��ل می خواهیم روش حل معادلات دیفرانس��یل مرتبة دوم را به ش��ما 
دانش��جویان گرامی یاد دهیم و در ادامه آن را به معادلات دیفرانسیل مراتب بالاتر 
تعمیم دهیم. همان طور که در فصل اول نیز اش��اره کردیم، یک معادلة دیفرانسیل 
ب��ه ف��رم کل��ی                                       را ی��ک معادلة دیفرانس��یل مرتبة دوم 
می نامیم و اگر تابع F به صورت زیر تعریف شود،  آن را معادلة دیفرانسیل مرتبة دوم 

خطی می نامیم:
در این تابع اگر         برابر صفر باشد، معادله را معادلة دیفرانسیل خطی مرتبة دوم 

همگن می نامیم:
روش حل این دس��ته از معادلات نسبت به فصل اول  دارای ساختاری منسجم تر و 
همراه با ابتکار کمتری است و هرساله سؤالات زیادی را به خود اختصاص می دهد. 
برای درک بهتر شما دانشجویان عزیز، مطالب این فصل را در قسمت های زیر ارائه 

می کنیم:
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ayيك معادلة ديفرانـسيل بـه فـرم كلـي          by cy′′ ′+ +  c و a،b كـه در آن    0=

بـا  مرتبـة دوم    همگن  و  يل خطي   معادلة ديفرانس اعداد حقيقي و ثابت هـستند را        

براي شناسايي بهتر اين دسته از معادلات، بـه جـدول زيـر        . ناميم  مي ضرايب ثابت 

  :دقت كنيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ت

   
  

  

  

  

  

دهند، كـه    صورت اپراتوري نيز نمايش مي      معادله را به   ،ها  در بعضي از مثال   : دقت 

  :شود صورت زير تعريف مي ، معادل با  مشتق است و بهDدر آن اپراتور

  ( )
d

D Dx x x
dx

′= ⇒ = =
2 2

2  

xدو بار از(  
))  گيريم  مشتق مي2 )D x x ′′= =

2 2 2
2  

yتوان  با توجه به اين موضوع، مي      Dصـورت   را بـه   ′′ y
y و 2  Dyصـورت   را بـه   ′

ش داد و  در نتيجه معادلة ديفرانسيل خطي همگن با ضرايب ثابـت، بـه فـرم                  نماي

  : اپراتوري زير نيز قابل نمايش است

  ay by cy aD y bDy c y′′ ′+ + = ⎯⎯⎯⎯→ + + =
2

0 0  

  ( )aD bD c y⇒ + + =
2

0  
  

  

   براي درك بهترهايي مثال

  معادلة ديفرانسيل  توضيحات

اين معادلـه، يـك معادلـة خطـي و همگـن بـا              

  .ضرايب ثابت است
y y y′′ ′+ + =2 3 4 0  

 ،معادلة خطي و همگـن اسـت      اين معادله، يك    

yبه ضـرايب  (ولي داراي ضرايب ثابت نيست       ′′ 

yو   ). توجه كنيد′

x y xy y′′ ′+ + =
2

2 3 0  

اين معادله، يك معادلة همگن با ضرايب ثابـت         

yبه توان دوم  ( ولي خطي نيست     ،است وجه  ت ′′

  ).كنيد

y y y′′ ′+ + =
2

2 3 4 0  

اين معادله، يك معادلة خطي با ضـرايب ثابـت          

سمت راست معادلـه،    ( ولي همگن نيست     ،است

  ).مخالف صفر است

x

y y y e′′ ′+ + = +3 5 1  

اين معادله، يك معادلة خطي با ضـرايب ثابـت          

sin ولي به دليل حضور تابع     ،است x    همگـن ،

  .نيست

y y y sin x′′ ′+ + − =2 0  

 فرم اپراتوري

  هاي قسمت اول زير شاخه

A-1 –   معادلـــة ديفرانـــسيل

خطي و همگـن مرتبـة دوم بـا         

  ضرايب ثابت 

A -2 -  ــيم روش حـــــل تعمـــ

معادلة ديفرانـسيل مرتبـة دوم      

   ام nهمگن به مرتبة 

A -3 - ررسي يك موضـوع پـر      ب

  كاربرد در كنكور 
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هاي ارائه     خطي و همگن مرتبة دوم با ضرايب ثابت زير، گام          دست آوردن جواب عمومي معادلة ديفرانسيل       براي به 

  :كنيم شده را طي مي

  ay by cy′′ ′+ +   معادلة موردنظر : 0=

yاگـر در معادلـة ديفرانـسيل خطـي و همگـن فـوق بـه جـاي                  ):تشكيل معادلة مشخـصه   (گام اول    ′′،m
، بـه   2

yايج ′،mو به جاي yآيد دست مي ، عدد يك را جايگذاري كنيم، معادلة مشخصة متناظر با آن به:  

  am bm c+ + =
2

ه مشخصةمعادل: 0

y

y m

y m

ay by cy

→⎧
⎪ ′→⎨
⎪ ′′→⎩

′′ ′+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→

2

1

   ديفرانسيلةمعادل : 0

  

  .اي از درجة دو خواهد بود دلة مشخصة متناظر با يك معادلة ديفرانسيل خطي مرتبة دوم، يك چند جملهمعا
  

دسـت   هـاي آن را بـه    در اين مرحله با حل معادلة مشخصه، ريـشه ):هاي معادلة مشخصه   محاسبة ريشه (گام دوم   

 به عبارتي در ايـن حالـت كـه          .له است هاي معادلة مشخصه برابر مرتبة معاد       توجه كنيد كه تعداد ريشه    . آوريم  مي

  . ريشه دارد2 دوم است، معادلة مشخصه ةمعادلة مورد نظر مرتب

هاي    ديفرانسيل، بر حسب نوع و تعداد ريشه       ةهاي پاية معادل    براي تعيين جواب   ):ههاي پاي   تعيين جواب (گام سوم   

  :دهد معادلة مشخصه، سه حالت زير رخ مي

m دو ريشة حقيقي   اگر معادلة مشخصه   :حالت اول 
1

mو
2

هاي پايـة معادلـة ديفرانـسيل          داشته باشد، جواب   

    :اند از عبارت

  ,
m x m x

y e y e= =
1 2

1 2
  

mاگر معادلة مشخصه ريشة مضاعف     :حالت دوم 
1

mيعني دو ريشة برابر   (  داشته باشد    
1

m و 
1

هـاي   ، جـواب  )

   :اند از پاية معادلة ديفرانسيل عبارت

  ,
m x m x

y e y xe= =
1 1

1 2
  

 اگر معادلة مشخصه، دو ريشة مختلط به صورت        :حالت سوم 
,

m iα β= ±
1 2

هـاي پايـة       داشته باشد، جواب   

  :اند از عبارتمعادلة ديفرانسيل 

  ,

x x

y e sin x y e cos x
α αβ β= =

1 2
  

yهاي پاية معادله به صورت      قابل ذكر است كه پس از محاسبة جواب       
1

y و 
2

، جواب عمـومي معادلـة همگـن بـه          

  :آيد دست مي صورت زير به

  y c y c y= +
1 1 2 2

  ة همگنجواب عمومي معادل:  

 در معادلة داده شده، معادلـة  D به جايmسادگي با جايگذاري اگر معادله به فرم اپراتوري داده شود، به  : دقت 

  .كنيم هاي معادله را محاسبه مي كمك آن جواب آوريم و به دست مي مشخصه را به

در ادامه براي درك بهتر     .  تعيين جواب عمومي معادله در اين حالت كار راحتي است          همانطور كه مشاهده كرديد،   

  .كنيم چند تمرين آموزشي را با هم بررسي مي
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 .دست آوريد زير را بهديفرانسيل هاي  جواب عمومي معادله : 1 تمرين

1(y y y′′ ′− − =5 32 y)2  )82 آزاد -عمران (   0 y y′′ ′− + =10 25 0         3(y y y′′ ′+ + =4 7 0  

 ابتدا دقت كنيد كه هر سه معادلة فوق، از نوع معادلات ديفرانسيل خطي و همگن مرتبة دوم با ضرايب ثابت                     :حل

هستند، بنابراين براي محاسبة جواب عمومي آنها، كافيست مطابق روند ارائه شده عمل كنيم، در ادامه بـراي هـر                    

  :كنيم اگانه اين روند را طي ميصورت جد سه معادله بهيك از 

  ):تشكيل معادلة مشخصه(گام اول 

  m m− − =

2
2 5 3 معادلة مشخصه: 0

y

y m

y m

y y y

→⎧
⎪

′→⎨
⎪ ′′→⎩

′′ ′− − = ⎯⎯⎯⎯⎯→

2

1

2 5 3   معادلة ديفرانسيل : 0

  ): مشخصهةهاي معادل محاسبة ريشه(گام دوم 

  m m− − =

2
2 5 3   معادلة مشخصه : 0

  ,
,

b
b ac m

Δ
Δ

− ±
= − =

2

1 2
4

2
  روش دلتا: 

  
( ) ( ) ( )( )

,
m m m

− − ± − − × −
⎯⎯⎯→ = ⇒ = − =

×

2

1 2

5 5 4 2 3 1
3

2 2 2
  

  ):هاي پايه تعيين جواب(گام سوم 

mاز آنجا كه
1

m و
2

  :اند از هاي پاية معادلة ديفرانسيل عبارت توان فهميد كه جواب  و متمايزند، مي  هر دو حقيقي

  ,

x

x
x x

y e y e y c y c y y c e c e
− −

= = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = + ⇒ = +

1

3 32 2
1 2 1 1 2 2 1 2

  
  

  

mبا تجزية عبارت   m− −

2
2 5 )ضرب   به حاصل  3 )( )m m+ −2 1 هـاي معادلـة      توان ريشه   سادگي مي    نيز به  3

  : دست آورد  داده شده را به2درجة 

  ,( )( )m m m m m m− − = ⇒ + − = ⇒ = − =
2

1 2

1
2 5 3 0 2 1 3 0 3

2
  

  

  ):تشكيل معادلة مشخصه(گام اول 

  m m− + =
2

10 25  مشخصهةادلمع: 0

y

y m

y m

y y y

→⎧
⎪ ′→⎨
⎪ ′′→⎩

′′ ′− + = ⎯⎯⎯⎯⎯→

2

1

010    ديفرانسيلةمعادل : 25

  ):هاي معادلة مشخصه محاسبة ريشه(گام دوم 

),)  ريشة مضاعف(   )m m m m m− + = ⇒ − = ⇒ = =
2 2

1 2
10 25 0 5 0 5   معادلة مشخصه : 5

  ):ههاي پاي تعيين جواب(گام سوم 

mاز آنجا كه
1

m و
2

  :اند از  ديفرانسيل عبارتةهاي پاية معادل ف داريم و جواب پس ريشة مضاع، حقيقي و برابرند

  ,
x x x x

y e y x e y c y c y y c e c x e= = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = + ⇒ = +
5 5 5 5

1 2 1 1 2 2 1 2
  

 تعيين جواب عمومي

 روش دلتا

m x

e
1 m x

e
2

 تعيين جواب عمومي

m x
e

1 m x

x e
1
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  ):تشكيل معادلة مشخصه(گام اول 

  

y

y m

y m

y y y m m

→⎧
⎪

′→⎨
⎪ ′′→⎩

′′ ′+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + =

2

1

2
4 7 0 4 7    ديفرانسيلةمعادل: 0

  ):هاي معادلة مشخصه محاسبة ريشه( گام دوم 

  
,

( )b ac

m m
b

m i
a

Δ

Δ

⎧ = − = − × × = −
⎪

+ + = ⎯⎯⎯→ ⎨ − ± − ± −
= = = − ±⎪

⎩

2 2

2

1 2

4 4 4 1 7 12

4 7 0
4 12

2 3
2 2

  معادلة مشخصه : 

−i    :دقت  = × − =12 12 1 2 3  
  

  ):ههاي پاي تعيين جواب(گام سوم 

هـاي    دو عدد مختلط است، پـس جـواب       ديفرانسيل داده شده     ةهاي معادلة مشخصة معادل     با توجه به اينكه جواب    

  :اند از  ديفرانسيل عبارتةپاية معادل

  
,

,

,
x x

m i
y e cos x y e sin x

m i

α

βα β

=− − −

=

= − ±⎧⎪
⎯⎯⎯⎯→ = =⎨

= ±⎪⎩

1 2
2 2 2

1 2
3

1 2

2 3

3 3  

  

  x x

y c y c y y c e cos x c e sin x
− −

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = + ⇒ = +
2 2

1 1 2 2 1 2
3 3  

  ( )x

y e c cos x c sin x
−

⇒ = +
2

1 2
3     ساده كردن بيشتر جواب3

در . هاي ممكن براي يك معادلة مرتبة دوم آشـنا شـديم         همانطور كه مشاهده كرديد، در اين تمرين با انواع حالت         

  . تري را از اين بحث، براي شما عزيزان بررسي كنيم خواهيم مسئلة كامل تمرين بعد مي

y ديفرانسيل جواب عمومي معادلةyاگر :2 تمرين y y′′ ′+ + =4 4 17 0، ( )y = −0 ) و1 )y ′ =0 ) باشد،2 )y πكدام است؟  

1(e
π−

−  2(e
π−

  3(e

π
−

−

2  4(e

π
−

  )81 -مواد (  2

. شويم كه معادلة فوق يك معادلة ديفرانسيل خطي و همگن با ضرايب ثابت است  ابتدا با يك نگاه متوجه مي   :حـل 

همانطور كه ياد گرفتيم براي پيدا كردن جواب عمومي اين معادلـه ابتـدا معادلـة مشخـصة آن را تـشكيل داده و                       

  : وريمآ دست مي هايش را به ريشه

  y y y m m′′ ′+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + =
2

4 4 17 0 4 4 17 0  

  ( ) ( )( )m m b acΔ+ + = ⇒ = − = − = −
2 2 2

4 4 17 0 4 4 4 4 17   حل معادلة مشخصه : 256
  

  
,

i
m i

α β

α

β
±

⎧ = −− ± − ⎪
⇒ = = − ± ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎨

⎪ =⎩

1 2

1

4 256
1 2

2
8 2

2

  

  :اند از هاي پاية اين معادله و جواب عمومي آن عبارت هاي مختلط معادلة مشخصه، جواب در ادامه با توجه به ريشه

  ,

x x
x x

y e cos x e cos x y e sin x e sin x
α α

β β
− −

= = = =

1 1

2 2
1 2

2 2  

  ( )
x

y c y c y y e c cos x c sin x
−

⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = + ⇒ = +

1

2
1 1 2 2 1 2

2 2  

  مشخصه معادلة

 تعيين جواب عمومي

 يين جواب عمومي تع

i

x
e cos x
α

β x
e sin x
α

β

i− =16 1 16

 مطابقت با فرم كلي 

 روش دلتا
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)از آنجاكه در صورت سؤال دو شرط اولية        )y ′ =0 ) و 2 )y = −0 cتوانيم ضـرايب مجهـول       داده شده است، مي    1
1

 

cو
2

  :دست آوريم  را در جواب عمومي معادله به

  ( ) ( ) ( )y y e c cos c sin c= − ⇒ = + ⇒ = −
0

1 2 1
0 1 0 0 0 1   

  

yابتداداده شده شرط ديگر اعمال براي    :كنيم  را محاسبه مي′

  ( )
x

y e c cos x c sin x
−

= +

1

2
1 2

2 2   

  ( ) ( )
x x

y e c cos x c sin x e c sin x c cos x
− −

′⎯⎯⎯⎯→ = − + + − +

1 1

2 2
1 2 1 2

1
2 2 2 2 2 2

2
  

  ,

( )
( ) ( )

x y

y

e c cos c sin e c sin c cos
′= =

′ =

⎯⎯⎯⎯⎯→ = − + + − +
0 2 0 0

1 2 1 2
0 2

1
2 0 0 2 0 2 0

2
  

  c

c c c c
= −

⇒ − + = ⎯⎯⎯⎯→ = − ⇒ =
1 1

1 2 2 2

1 1 3
2 2 2 2

2 2 4
  

cپس از محاسبة
1

c و
2

  : ، جواب معادلة همگن داده شده برابر است با

  
,

( ) ( )
c c

x x

y e c cos x c sin x y e cos x sin x
= − =

− −

= + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − +

1 2

3
1 11

4
2 2

1 2

3
2 2 2 2

4
  

xدر آخرين مرحله با جايگذاري π=در رابطة فوق، حاصل ( )y πآوريم دست مي را به  كه خواستة اين تست است:  

))     3 ةگزين(   ) ( ) ( )y e cos sin y e

π π

π π π π

− −

= − + ⇒ = −2 2
3

2 2
4

  

  

هم داده شود كـه  ) يا مرزي( ديفرانسيل، شرايط اوليه    ةهمراه يك معادل    خاطر داشته باشيد كه هرگاه به        به :دقت 

cمانندجواب عمومي   وسيلة آنها پارامترهاي ثابت       بتوان به 
1

c و 
2

دست آمده بـراي       آورد، آنگاه جواب به    دست   را به  

  . ناميم مي )يا خاص (جواب خصوصيمعادله را يك 

  

دسـت   صورت دو عدد حقيقي و قرينه به        هاي معادلة مشخصه به     در معادلة مرتبة دوم با ضرايب ثابت، اگر ريشه        

),آيند )m mα α= = −
1 2

، با توجه به روابط    
x x

e e

cosh x

−

+
=

2
و 

x x

e e

sinh x

−

−

=

2
جواب توان    مي،  

  :درنظر گرفتدو شكل زير صورت هر يك از  را بهعمومي معادله 

  y a cosh x a sinh x= +
1 2

x    يا2شكل  :  x

y c e c e
α α−

= +
1 2

  1شكل  : 

aتوجه كنيد كه
1

  . شود ها استفاده مي از اين موضوع گاهي در طرح تست. امتر ثابت دلخواه هستند نيز دو پارa2 و
  

yجواب عمومي معادلة    : 3 تمرين y′′ − =4  )84 -رياضي (   كدام است؟0

1(
x x

y c e c xe
− −

= +
2 2

1 2
  2(

x x

y c e c xe= +
2 2

1 2
  

3(y c cos x c sin x= +
1 2

2 2  4(y c cosh x c sinh x= +
1 2

2 2  

 مشتق گيري

1 0

1

0
−1

1 0 0 1
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يـك معادلـة خطـي و همگـن بـا ضـرايب ثابـت اسـت كـه                    داده شده معادلة  كنيد،     همانطور كه مشاهده مي    :حل

y,  :هاي معادلة مشخصة آن برابرند با    ريشه y m m m′′− = ⎯⎯⎯⎯⎯→ − = ⇒ = − =
2

1 2
4 0 4 0 2 2  

ن بـه  تـوا   يكديگر هستند، جواب عمومي معادله ديفرانسيل فوق را مـي   از آنجا كه دو جواب معادلة مشخصه قرينة       

  :يكي از دو شكل زير نوشت

  y c cosh x c sinh x= +
1 2

2 ,2شكل  : 2
x x

y c e c e
−

= +
2 2

1 2
  1شكل  : 

 2كنيم كه در واقـع شـكل          را انتخاب مي  ) 4(ها، گزينة      جواب معادله در گزينه    1با توجه به مشاهده نشدن شكل       

  . جواب معادله است

A����� ����	�
�� ����� �� ��� �����  ���� �� ���� ��� ��n�	   

  :صورت زير است  بهnفرم كلي يك معادلة خطي و همگن با ضرايب ثابت از مرتبة

  ( ) ( )
...

n n

n n
a y a y a y a y

−

−

′+ + + + =
1

1 1 0
0  

  :كنيم هاي زير را با هم طي مي براي پيدا كردن جواب عمومي اين معادله مشابه آنچه در قسمت قبل گفتيم، گام

,ازاي  بـه ام نيـز اگـر      n مـشابه بـا قبـل در معـادلات مرتبـة           ):تشكيل معادلة مشخـصه   (اول  گام   , ... ,i n= 21 

)جاي به )i
y،i

m      دلـة ديفرانـسيل   معابه طور مثال معادلة مشخصة     . شود   قرار دهيم، معادلة مشخصه تشكيل مي
( )

y y y′′+ + =
4

2 5   :   عبارت است از0

  ( ) ( )
, , , ,y y m y m y m y m′ ′′→ → → → →

2 3 3 4 4
  روند تشكيل معادلة مشخصه : 1

  ( )
y y y m m′′+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + =

4 4 2
2 5 0 2 5 0  

 متنـاظر بـا يـك       مشخـصة  همانطور كه مشاهده كرديد، معادلة       ):هاي معادلة مشخصه    پيدا كردن ريشه  (گام دوم   

هـاي     ريشه دارد كه در اين مرحله بايد ريشه        n است و حتماً   nاي از درجه    ام، معادله nتبهمعادلة ديفرانسيل مر  

  .دست آوريم آن را به

هاي پايـه، دو   اسبة جوابهاي معادلة مشخصه، براي مح  بعد از پيدا كردن ريشه    ):هاي پايه   تعيين جواب (گام سوم   

  :دهد حالت كلي زير رخ مي

)دست آمده از معادلة مشخصه، يك عدد حقيقي باشد           اگر جواب به   :حالت اول  )m a= و k    ،بار تكرار شده باشد   

  :اند از هاي پاية متناظر با آن عبارت جواب
  

  

) يك جفـت عـدد مخـتلط باشـد         ،از معادلة مشخصه  آمده  دست     به اگر جواب  :حالت دوم  )m iα β=  بـار   k و ±

iα ريشه داريم، زيرا   k2يعني در مجموع  (تكرار شده باشد     β±  هـاي   ، جواب)شود  در واقع دو ريشه محسوب مي

  :اند از تناظر با آن عبارتپاية م

  ,, , , ...

x x x k x

x x x k x

e sin x xe sin x x e sin x x e sin x

e cos x xe cos x x e cos x x e cos x

α α α α

α α α α

β β β β

β β β β

−

−

⎧ ⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩ ⎩

2 1

2 1

  

  

  .شوند هاي سينوسي و كسينوسي همواره با همديگر ظاهر مي توجه شود كه در اين حالت، جواب

,يعنـي (هاي پاية متناظر با معادله        پس از محاسبة جواب    , ... ,

n
y y y
1 2

، جـواب عمـومي معادلـة همگـن آن          )

...  : شود  نوشته ميمقابل صورت به

n n
y c y c y c y= + + +

1 1 2 2
  

 معادلة مشخصه

  معادلة مشخصه

k2 تا جواب پايه 

k تا جواب پايه 

, , , ,...
ax ax ax k ax

e xe x e x e
−2 1
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هاي پايـه از روي     موضوع مهم و اساسي در يافتن جواب عمومي معادلة همگن با ضرايب ثابت، تشخيص جواب              

  :براي درك هرچه بهتر اين موضوع، به سؤال آموزشي زير توجه كنيد. هاي معادلة مشخصه است ريشه

)مشخصة متناظر با معادلـة    هاي معادلة      فرض كنيد ريشه   :سؤال ) ( )
...a y a y a y a y′+ + + + =

11 10

11 10 1 0
 برابـر   0

−iبا ±2 4،3،3،3،i±3 2،i±3 i±3 و2   .هاي پاية متناظر با اين معادله را به دست آوريد اشند، جواب ب2

  :، به موارد زير توجه كنيد  جواب پاية متناظر با آن11براي پيدا كردن .  است11  معادله از مرتبة :پاسخ

m جواب-1 i= ±3   :ند ازا هاي پاية متناظر با آن عبارت  سه بار تكرار شده است، بنابراين جواب2

  , ,

x x x

x x x

e sin x xe sin x x e sin x

e cos x xe cos x x e cos x

⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

3 3 2 3

3 3 2 3

2 2 2

2 2 2

  

m پاية متناظر با ريشةهاي جواب -2 i= − ±2   :اند از  كه يك بار تكرار شده است عبارت4

  
x

x

e sin x

e cos x

−

−

⎧⎪
⎨
⎪⎩

2

2

4

4

  

m جواب-3 =   :اند از آن عبارتهاي پاية متناظر با   نيز سه بار تكرار شده است، بنابراين جواب3

  , ,
x x x

e xe x e
3 3 2 3  

  

  .كنيم درادامه براي درك بهتر، چند تمرين زير را با هم حل مي

 .هاي زير را بيابيد جواب عمومي معادله :4 تمرين

1(
d y d y

y
dx dx

+ + =

4 2

4 2
2 y)2  )77 -رياضي (  0 y y′′′ + − =3 4   )86 آزاد -عمران (  0″

  :حل

را   بنـدي ارائـه شـده، ابتـدا معادلـة مشخـصة آن              عمومي معادلة مورد نظر، مطابق با گام      براي محاسبة جواب    

  :دهيم تشكيل مي

  ( )
d y d y

y m m m
dx dx

+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + = ⇒ + =

4 2
4 2 2 2

4 2
2 0 2 1 0 1 0  

  :از آنجا كه معادلة مشخصه از درجة چهارم است، بنابراين چهار ريشه دارد

  , ,
,( )m m i m i m i i+ = ⇒ = ± = ± ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = ± = ± ×

2 2

1 2 3 4
1 0 0 1  

  

  

mهاي معادلة   ريشه + =
2

1 m برابر ،0 i= mعبارت 2از طرفي با توجه به توان  .  است ± +
2

ها دو  ، اين ريشه1

  .شوند بار تكرار مي

  ( ) ( )( )m m m+ = ⇒ + + =
2 2 2 2

1 0 1 1 0  

  

  معادلة مشخصه

 تر جواب  فرم كامل

m m m i+ = ⇒ = − ⇒ = ± − = ±
2 2

1 0 1 1

,
m i= ±

3 4,
m i= ±

1 2

α β
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( )( ) ( )( )

, ,

m m m m m m m

m m m

⇒ + − = − + + = − + =

⇒ = = − = −

3 2 2 2

1 2 3

3 4 1 4 4 1 2 0

1 2 2

  :اند از  متناظر با آن عبارتهاي پاية  دو بار تكرار شده است، جوابi±0از آنجا كه ريشة

  ,

x x

x x

e sin x sin x xe sin x x sin x

e cos x cos x xe cos x x cos x

⎧ ⎧= =⎪ ⎪
⎨ ⎨

= =⎪ ⎪⎩ ⎩

0 0

0 0

  

y  : و در نهايت جواب عمومي اين معادله برابر است با  c sin x c cos x c x sin x c x cos x= + + +
1 2 3 4

  

  :دهيم براي محاسبة جواب عمومي، ابتدا معادلة مشخصة متناظر با معادلة مورد نظر را تشكيل مي

  y y y m m′′′ ′′+ − = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + − =3 2
3 4 0 3 4 0  

mشود كه    دقت مشاهده مي   با كمي  =
1

هـاي    كند و در نتيجه براي يافتن سـاير ريـشه            در معادلة فوق صدق مي     1

mرا بر عبارت  فوق، آنةمعادل mعامل ريشة (1−   :كنيم تقسيم مي) 1=

    

  

  

    

  

  

  

mجـواب پايـة متنـاظر بـا         . يشه دارد بنابراين معادلة مشخصه، سه ر     =
1

x برابـر  1

e   هـاي پايـة متنـاظر         و جـواب

mبا = −
2

m و2 = −
3

,  :  عبارتند از2
x x

e xe
− −2 2  

x  : باو در نتيجه جواب عمومي اين معادله برابر است   x x

y c e c e c xe
− −

= + +
2 2

1 2 3
  

  

رسـيد، ابتـدا      نظـر نمـي      برخـورد كرديـد كـه حلـش سـاده بـه            3كه با يـك معادلـة درجـة           در كنكور هنگامي  

,,اعداد ± ±0 1 هـاي معادلـه      ل يكي از جـواب      را در آن امتحان كنيد، به احتمال زياد اين اعداد شامل حداق             2

همانطوركـه  طـور مثـال،       به. ها از تكنيك تقسيم كردن استفاده كنيد        ي تعيين ساير ريشه   هستند و درادامه برا   

mة فوق نيز  مشاهده كرديد، در معادل    كرد و براي يافتن دو جواب ديگر، عبارت مـوردنظر را بـه                صدق مي  1=

  :دست آمده تقسيم كرديم عامل ريشة به

  
( )

m m

m m

m

+ −
= = + +

−

3 2

23 4
4 4

1
))2عبارت درجة (⇒2 عبارت درجة  )m m m+ − = −

3 2
3 4 1  

  

)جواب عمومي معادلة ديفرانسيل    : 5 تمرين )D D y− + =
2 2

6 13  )82 -فراوري و انتقال گاز (   كدام است؟0

1(( ) (( ) ( ) )xy x e A A x cos x B B x sin x= + + +
3

1 2 1 2
2 2  

2(( ) (( ) ( ) )x

y x e A x A x cos x B x B x sin x= + + +
3 2 2

1 2 1 2
2 2  

3(( ) (( ) ( ) )x

y x e A A x cos x B B x sin x= + + +
2

1 2 1 2
3 3  

4(( ) (( ) ( ) )x

y x e A x A x cos x B x B x sin x= + + +
2 2 2

1 2 1 2
3 3  

  معادلة مشخصه

mةريشعامل  =1 

( )

( )

( )

m m m

m m m m

m

m m

m

m

+ − −

− − + +

−

−

−

−

−

−

3 2

3 2 2

2

2

3 4 1

4 4

4 4

4 4

4 4

4 4

0
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كه به فرم  بوده  ضرايب ثابت   ديفرانسيل خطي همگن با      ةيك معادل داده شده   معادلة  . ايم   با سؤال جالبي روبرو شده     :حل

  :آوريم دست مي را بههايش  ريشه بنابراين ابتدا معادلة مشخصة آن را تشكيل داده و  اپراتوري نمايش داده شده است،

  ( ) ( )
D m

D D y m m
→

− + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ − + =
2 2 2 2

6 13 0 6 13 0  

i)   دو بار(  
m i

± − ±
⎯⎯⎯⎯⎯→ = = = ±

6 36 52 6 4
3 2

2 2
m)  دو بار( m⇒ − + =

2
6 13 0  

  

با توجه به اينكه معادلة مشخصة اين معادلة ديفرانسيل از درجة چهار است، بنابراين بايد چهار ريشه داشته باشد، كه دو 

i±3ريشة ديگر آن هم در واقع همان       m  در عبارت2به توان  (اند     است كه مجدداً تكرار شده     2 m− +
2

6  كه بـا  13

  :اند از هاي پاية متناظر با آن عبارت جوابدرنتيجه و ) رنگ آبي مشخص شده است، توجه كنيد

  , ,
, ,

x x

x x

e cos x xe cos x
m i m i

e sin x xe sin x

⎧ ⎧⎪ ⎪
= ± = ± ⇒ ⎨ ⎨

⎪ ⎪⎩ ⎩

3 3

1 2 3 4
3 3

2 2
3 2 3 2

2 2

  

  :است باو در نهايت جواب عمومي اين معادله برابر 

  x x x x

y c e cos x c e sin x c xe cos x c xe sin x= + + +
3 3 3 3

1 2 3 4
2 2 2 2  

)))      1ةگزين(   ) ( ) )x

y e c c x cos x c c x sin x= + + +
3

1 3 2 4
2 2  

  

 را داده و از ما معادلة متناظر بـا آن           nهاي يك معادلة همگن با ضرايب ثابت و از مرتبة           گاهي از اوقات جواب   

هـاي پايـه، معادلـة مشخـصه را تـشكيل       بايد با توجه به جواب از سؤالات، ابتدا اينگونهبراي حل . پرسند  را مي 

دسـت آورده و معادلـه را بـه صـورت زيـر               هاي متناسب با جواب ارائه شده را بـه          براي اين منظور ريشه   . دهيم

  :دهيم تشكيل مي

( )
( )( )

( )

m m

m m

m m

α α
α β

β β

= ⎯⎯⎯⎯→ − =⎧⎪
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − − =⎨

= ⎯⎯⎯⎯→ − =⎪⎩

1

2

0

0

0

  مثال : 

  

  .كنيم در ادامه با حل چند تمرين، اين موضوع را بيشتر بررسي مي

xمعادلة ديفرانسيلي كه توابع : 6 تمرين
eو x

e
  كدام است؟ هاي پاية آن باشند،  تشكيل دهندة مجموعة جواب2

1(y y′′ + =2 0    2(y y y′′ ′+ − =3 2   )85 -عمران (    0

3(y y y′′ ′− + =3 2 0    4(y y y′′ ′+ − =2 0  

ديفرانـسيل  معادلـة  يـك  هـاي پايـة       هاي پاية داده شده مشابه با جواب        از آنجا كه جواب   ها    با توجه به گزينه    :حـل 

  :دهيم  معادلة مشخصة متناظر با اين دو جواب را تشكيل مي،خطي با ضرايب ثابت است

( )
( )( )

( )

x

x

e m

m m m m

e m

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − =⎧
⎯⎯⎯⎯⎯→ − − = ⇒ − + =⎨

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − =⎩

2

2

1 0

1 2 0 3 2 0
2 0

  

  :كنيم  روي معادلة مشخصه، معادلة اصلي را بازنويسي ميصورت زير از در ادامه به

y)      3 ةگزين(   y y′′ ′− + =3 2 ديفرانسيل اوليهمعادلة  : 0

m y

m y

y

m m

′′⎧ →
⎪

′→⎨
⎪ →⎩

− + = ⎯⎯⎯⎯⎯→

2

2 2
2

3 2 0  

  معادلة مشخصه

 β وαهاي  معادلة مشخصه داراي ريشه

  معادلة مشخصه

m متناظر با ريشة  . است1=

m متناظر با ريشة =  . است2

  هاي   يافتن ريشه

 معادلة مشخصه

  معادلة متناظر

  معادلة متناظر

α β
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( )m m⇒ − =
2 2

3 0

x،x،1هاي مستقل خطي  يك از معادلات ديفرانسيل زير، داراي جواب كدام : 7 تمرين
e
x و3

xe
  است؟3

1(( )D D y+ =
2 2

3 0  2(( )D D y− =

2 2
3 0  3(( )D D y− =

2 2
3 0  4(( )D D y+ =

2 2
3 0  

  :كنيم هاي متناظر با هر جواب پايه را تعيين مي  ابتدا ريشه:حل

  ( ) ( )
( )

( )

x

x

x

x

e m

x x e m

m m m m

e m m

xe m m

⎧ → × ⇒ =
⎪
⎪ → × ⇒ =⎪

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ × × − × − =⎨
→ = ⇒ − =⎪

⎪
→ = ⇒ − =⎪⎩

0

0

3

3

1 1 0

0
3 3 0

3 3 0

3 3 0

  

دسـت آمـده، معادلـة         بـه  ة در معادلـة مشخـص     m بـه جـاي    Dها و بـا جايگـذاري      و در نهايت با توجه به گزينه      

))       2 ةگزين(  : به فرم اپراتوري برابر است باديفرانسيل موردنظر  ) ( )m m D D y− = ⇒ − =
2 2 2 2

3 0 3 0  

x،x،1 اگر :8 تمرين
2،x

x و 3
e هاي متناظر با اين      هاي يك معادلة مرتبة پنجم با ضرايب ثابت باشند، ريشه            جواب

 .دست آوريد ها و معادلة مربوط به آنها را به جواب

  : نويسيم  مشابه با تمرين قبل عمل كرده و مي:حل

))   معادلة مشخصه(   )

( )

x

x

x

x

x x

e m m

x x e m m

x x e m m m m

x x e m m

e e m m

⎧ ⎫→ × ⇒ = ⇒ =
⎪ ⎪
⎪ ⎪→ × ⇒ = ⇒ =
⎪ ⎪⎪ ⎪

→ × ⇒ = ⇒ = ⇒ − =⎨ ⎬
⎪ ⎪

→ × ⇒ = ⇒ =⎪ ⎪
⎪ ⎪

→ ⇒ = ⇒ − =⎪ ⎪⎩ ⎭

0

1

0

2

2 2 0 4

3

3 3 0

4

1

5

1 1 0 0

0 0

0 0 1 0

0 0

1 1 0

  

x،x،1هاي    اي  د كه ريشة متناظر با چند جمله      توان فهمي    از اين دو تمرين مي     :جـه ينت
m، برابر ...  و   2 .  است 0=

xطـور مثـال     توان گفت اگـر بـه       در واقع مي  
خطـي بـا ضـرايب ثابـت باشـد،          ديفرانـسيل    جـواب يـك معادلـة        3

mريشة x بار تكرار شده و4، 0=
2،x نيز لزوماً جواب اين معادلة ديفرانسيل هستند1 و  .  

A�������� �� �	
��� 	� ���� �� ���	
   

 ـ            در ayديفرانـسيل  ة بعضي از سؤالات كنكور، در مورد نحوة رفتار يا نمودار جواب معادل by cy′′ ′+ +  سـؤال   0=

هاي قبلي مشاهده شد، در      همانطور كه در قسمت   . خواهيم اين موضوع را بررسي كنيم       در اين قسمت مي   . شود  مي

ay ديفرانسيل ةجواب معادل  by cy′′ ′+ + هـاي معادلـة مشخـصه يكـي از توابـع مثلثـاتي               توجه به ريـشه   ، با   0=

صـورت   بنابراين، ابتدا به. شوند ها و يا حاصل ضربي از آنها ظاهر مي         اي  سينوس و كسينوس، تابع نمايي، چندجمله     

  :پردازيم مختصر به بررسي رفتار اين توابع مي

)واضح است كه توابع    :توابع سينوس و كسينوس   ) الف )sin xβ و ( )cos xβ        هر دو كراندار و نوسـاني هـستند  .

  . براي درك بهتر، نمودار آنها را در شكل زير مشاهده كنيد

  

  معادلة مشخصه برابر است با

)  متناظر معادلة ) ( )
m m y y− = ⎯⎯⎯⎯→ − =

5 4 5 4
0 0
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xدر تابع :تابع نمايي ) ب

y e
α

α اگـر .كنـيم  ، دو رفتـار زيـر را مـشاهده مـي    α، با توجه به علامت= ، تـابع  0<

+در −و در ) يعني ناميراست (شود     نامتناهي مي  ∞ αكند و اگر     به صفر ميل مي    ∞ +، تـابع در   0>  بـه صـفر     ∞

−و در) يعني ميراست(كند  ميل مي   . براي درك بهتر به نمودار آنها توجه كنيد.  نامتناهي شود∞

  
αتوجه كنيد كه اگر x باشد، آنگاه تابع0=

y e
α

y به تابع ثابت=   . شود  تبديل مي1=

 ـ     توجه كني  :اي  توابع چندجمله ) ج ay ديفرانـسيل  ةد كه در جـواب معادل by cy′′ ′+ + كـه    ، فقـط درصـورتي    0=

y مشخصه ريشة مضاعف داشته باشد، تابع   ةمعادل x=شـود  هاي پايـه ظـاهر مـي    عنوان ضريب يكي از جواب  به .

)بنابراين، كافي است به رفتار اين تابع )y x=أثير آن در رفتار توابع ديگر توجه كنيم و ت .  

 ـ                    ةدر ادامه با توجه به آشنايي با رفتـار توابـع مثلثـاتي سـينوس و كـسينوس و تـابع نمـايي، رفتـار جـواب معادل

ayديفرانسيل by cy′′ ′+ +   :كنيم هاي مختلف در قالب جدول زير بررسي مي  را در حالت0=

  

  توضيحات رفتار جواب  كل حدوديش  هاي ممكن حالت  فرم كلي جواب

α >0  
 

  ميرانانوساني، 

α =0  
 

)  1  نوساني، كراندار )x

e c cos x c sin x
α

β β+
1 2

  

α <0  
 

  نوساني، ميرا

m
1

m و
2

 هر دو مثبت يا 

   يكي صفر ديگري مثبت
  غيرنوساني، ناميرا

m
1

m و
2

 هر دو منفي يا 

   يكي صفر و ديگري منفي
m  2  غيرنوساني، ميرا x m x

c e c e+
1 2

1 2
  

  يكي مثبت، يكي منفي
 

  غيرنوساني، ناميرا

m >
1

0  
 

  غيرنوساني، ناميرا

m =
1

0  
 

m  3  غيرنوساني، ناميرا x m x

c e c xe+
1 1

1 2
  

m <
1

0  
 

  غيرنوساني، ميرا
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  . يمنام را ناميرا مي صورت آن را ميرا و در غيراين نهايت به صفر ميل كند آن  اگر يك تابع در بي:دقت 

c توجه كنيد كه چون    :تذکر
1

c و 
2

 با فـرض    صفحة قبل ها در جدول       دو پارامتر ثابت دلخواه هستند، تمام شكل       

  . مثبت بودن آنها رسم شده است

  

ارزي   عدة رشد و يـا هـم      ، توجه كنيد كه همواره از قا      صفحة قبل ، در جدول    هدر بررسي رفتار جواب يك معادل     

mطور مثال، در رديف دوم، وقتي       به. كنيم  استفاده مي 
1

m و 
2

 هر دو مثبت باشند و يـا يكـي صـفر و ديگـري               

mمثبت باشد، آنگاه با فرض   m≥
2 1

m  : نهايت داريم ، در بي x m x m x

c e c e c e+
1 2 2

1 2 2
∼  

mو چون >
2

  :  استمقابلصورت  ، پس شكل حدودي جواب به0

  
  

  

  

  

  . كنيم در ادامه براي درك بهتر موضوع، چند تمرين را با هم بررسي مي

 تواند مطابق شكل نشان داده شده باشد؟ يك از معادلات زير، مي نمودار جواب عمومي كدام :9 تمرين

  

1(y y′′ + =4 0  

2(y y y′′ ′− − =3 4 0  

3(y y y′′ ′+ + =2 0  

4(y y y′′ ′+ + =2 2 0  
  

صـورت    دانـيم كـه نمـودار فـوق متنـاظر بـا حـالتي اسـت كـه فـرم كلـي جـواب بـه                            با توجه به جدول مـي      :حل

m x m x

c e c e+
1 2

1 2
m باشد و

1
m و

2
  : كنيم ها را بررسي مي حال گزينه.  يكي مثبت و يكي منفي باشند

هاي مختلط   ريشه  
,

y y m m i′′+ = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + = ⇒ = ±
2

1 2
4 0 4 0 2) 1  

  
,

,y y y m m m
±

′′ ′− − = ⎯⎯⎯⎯⎯→ − − = ⎯⎯⎯→ = = −
2

1 2

3 5
3 4 0 3 4 0 4 1

2
) 2  

 بـراي  .صحيح اسـت ) 2(هاي مختلف، بنابراين با توجه به توضيحات ابتداي حل، گزينة    دو ريشة حقيقي با علامت    

  . كنيم ارائه پاسخ كامل، دو گزينة ديگر را نيز بررسي مي

yريشة مضاعف       y y m m m m′′ ′+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + = ⇒ = = −
2

1 2
2 0 2 1 0 1) 3  

هاي مختلط ريشه  
,

i
y y y m m m

− ±
′′ ′+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + = ⎯⎯⎯→ =

2

1 2

2 2
2 2 0 2 2 0

2
) 4  

  . تواند صحيح باشد شرايط موردنظر ما را دارد و مي) 2(بنابراين، تنها گزينة 

 تواند به صورت زير باشد؟  معادلات مييك از نمودار جواب عمومي كدام :10 تمرين

1(y y′′ + =0  

2(y y y′′ ′− + =3 2 0  

3(y y y′′ ′+ + =2 0  

4(y y y′′ ′+ + =2 2 0  

  مشخصهةمعادل

  مشخصهةمعادل

 روش دلتا

  مشخصهةمعادل

  مشخصهةمعادل

 روش دلتا



 

  

 

 

 

   ديفرانسيلمعادلات  234

m x m x

m m y c e c e≠ ⇒ = +1 2
1 2 1 2

m x m x

m m y c e c xe= ⇒ = +1 2
1 2 1 2

,

x x
m i y c e cos x c e sin x

α α
α β β β= ± ⇒ = +

1 2 1 2

Δ >0

Δ =0

Δ <0

  

  

بار ديگر با هـم دوره        خواهيم در چهار قسمت كلي زير، مطالبي كه خوانديم را يك            پس از مطالعة اين فصل مي     

  : كنيم

ayفرم كلي   ديفرانسيل به  ةيك معادل  :ضرايب ثابت ديفرانسيل با   معادلة  ) الف by cy′′ ′+ +  ـ   0=  ة يـك معادل

را   و براي حـل آن ابتـدا بايـد معادلـة مشخـصة آن             است  ابت  مرتبة دوم و همگن با ضرايب ث      خطي  ديفرانسيل  

  : صورت زير حل كنيم به

    ay by cy am bm c′′ ′+ + = ⎯⎯⎯⎯⎯→ + + =
2

0 0  

  

  

    ⎯⎯⎯→  

  

  

هـاي بـالا را        داشته باشيم، همـان جـواب      rاگر يك ريشة حقيقي يا يك جفت ريشة مختلط از مرتبة تكرار              

x، xترتيب در  به
2 ،... ،r

x
  :كنيم و جواب معادله برابر است با  ضرب مي1−

  

, , ... ,
m x m x m xr

e xe x e
−

⇒ 1 1 11  
m حقيقـي  ةمتناظر با ريش   ةپايهاي    جواب

1
 

   در معادلة مشخصهrاز مرتبة تكرار 
  

  

, , ... ,

x x r x

x x r x

e cos x xe cos x x e x

e sin x xe sin x x e sin x

α α α

α α α

β β β

β β β

−

−

⎧ ⎧ ⎧⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

1

1

  :  

  

هـاي متنـاظر بـا جفـت           جواب ةپاي

ــشة مخــتلط ري
,

m iα β= ±
1 2

 از 

   در معادلة مشخصهrمرتبة تكرار 

  )6 تا 1هاي  تمرين(

  : هاي زير را درنظر بگيريد براي بررسي رفتار جواب يك معادله، نكته

س كافي اسـت كـه بـا ايـن سـه            ، پ شود  اي تشكيل مي    جواب معادله از توابع مثلثاتي، نمايي و چندجمله       

   .ع آشنا باشيمبدسته از توا

هاي حقيقي منفي باشـند يـا قـسمت حقيقـي             يعني ريشه (منفي باشد   توان تابع نمايي     در   xاگر ضريب   

  . جواب ميراست،)هاي مختلط منفي باشند ريشه

  . جواب نوساني است،) مختلط باشندها يعني ريشه(اگر توابع مثلثاتي داشته باشيم 

و ميـرا بـودن جـواب نـشان از     ) دلتاي منفـي (ها   پس نوساني بودن جواب نشان از مختلط بودن ريشه      :جـه يتن

  . )12 تا 9هاي  تمرين (ها دارد منفي بودن قسمت حقيقي ريشه

)فرم كلـي     معادله همگن نبود يعني به     اگر )ay by cy g x′′ ′+ +  بـود، آنگـاه بايـد جـواب معادلـه را در دو              =

  : دست آوريم مرحله به

)محاسبة جواب معادلة همگن متناظر :مرحلة اول )ay by cy′′ ′+ + را  آن كه0=
c

yناميم  مي.  
  

  

  

  مشخصهةمعادل

 روش دلتا

rتا   

r2تا 
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 نامة فصل دوم توصيه

  

)محاسبة جواب خصوصي متناظر با     :مرحلة دوم  )g x را   آن  كه
py يت جواب عمومي معادله    ناميم و درنها     مي

برابر با
c py y y=   .  است+

دست آوردن نحوة به
c

y يا ( براي تعيين جواب خصوصيكه در قبل گفتيم، را
p

y(كنيم صورت زير عمل مي  نيز به :  

  :تعيين جواب خصوصي

I (اگر( )g x      مثلاً شامل توابع كسري    ( بود   ي و كسينوس  ياي، نمايي و سينوس      داراي عبارتي غير از چند جمله

  :زير استشامل مراحل استفاده كنيم كه ) تغيير پارامتر(توانيم از روش لاگرانژ  فقط مي) بود

  : اين روش شامل مراحل زير است :روش لاگرانژ 

yيعني (متناظر معادلة همگن ةهاي پاي تعيين جواب
1

y و
2

(  

),  : محاسبة رونسكين دو جواب  )
y y

W y y y y y y
y y

′ ′= = −

′ ′

1 2

1 2 1 2 2 1

1 2

  

)محاسبة ضرايب  )c x
1

) و )c x
2

:  
( ) ( )

( ) , ( )
,,( ) ( )

y g x y g x
c x dx c x dx

W y y W y y
= − =∫ ∫2 1

1 2

1 2 1 2

  

)  :  جواب خصوصي برابر است با ) ( )py c x y c x y= +
1 1 2 2

  

  )25تمرين (

II  (اگر( )g x    توانيم از هر سه روش       اي، نمايي و يا سينوسي و كسينوسي بود، مي           فقط شامل توابع چندجمله

شـود و بـين    روش لاگرانژ در اين حالت توصـيه نمـي  . استفاده كنيم) حدس زدن، اپراتور معكوس و يا لاگرانژ     (

  :ها روش بهتر را انتخاب كنيم دس زدن و اپراتور معكوس بايد با توجه به نوع گزينههاي ح روش

  . بود، بهتر است از روش حدس زدن استفاده كنيم...) ،  A  ،B (ها شامل ضرايب ثابت  اگر جواب خصوصي گزينه

 معكـوس   خـورد، بهتـر اسـت از روش اپراتـور           چشم نمـي    ها ضرايب ثابت به     اگر در جواب خصوصي گزينه    

  .استفاده كنيم

 

  : صورت زير است فرم كلي جواب خصوصي در اين روش به :روش حدس زدن

كنندة جواب  ضريب اصلاح× قابل حدسجواب  
p

y   جواب خصوصي : =

  :مكني كه براي تعيين ضريب اصلاح و جواب قابل حدس مطابق جدول زير عمل مي

  
  

r  جواب قابل حدس
x= ابكنندة جو ضريب اصلاح  

( )g x  

( )
n

A x  

r تعداد دفعات تكرار ريشة صفر در معادلة 

  . مشخصه است
 nاي از درجة  چندجمله

( )x

n
e A x
α  

rتعداد دفعات تكرار ريشة m α= در 

  . مشخصه استةمعادل
n(xاي از درجة  چندجمله(

e
α  

( ) ( )
n n

A x cos x B x sin xβ β+ 
rتعداد دفعات تكرار ريشة m iβ= ± 

  .در معادلة مشخصه است

sin xβ) ةاي از درج چندجمله n ( 

cos xβ) ةاي از درج چندجمله n ( 

( )

( )

x

n

x

n

e A x cos x

e B x sin x

α

α

β

β+

  
rتعداد دفعات تكرار ريشة m iα β= ± 

  .در معادلة مشخصه است

sin xβ) اي چندجمله(x
e
α  

cos xβ) اي چندجمله(x
e
α  

 يا

 يا
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ــد شــكل پيــشنهادي يــك انتگــرال خــصوصي  زينــه مــيكــدام گ -19 )توان )py ــسيل مرتبــة ســوم ــة ديفران  معادل

( )x
y y xe cos x′′′ ′+ = +  )91 -رياضي (   باشد؟ 4

1(( )x

py e A cos x B sin x Ex= + +  

2([( ) ( ) ]x

py e Ax B cos x Cx D sin x Ex= + + + +  

3([( ) ( ) ]x

py e Ax B cos x Cx D sin x= + + +  

4(( )x

py e Ax B cos x Ex= + +  

yةيك جواب خاص معادل - 20 y x′′ ′+ = +
2

4  )90 - برداري عمران نقشه(  يك از موارد زير است؟    كدام4

1(py Ax B= +    2(py Ax Bx C= + +
2

  

3(( )py x Ax Bx C= + +
2

  4(( )py x Ax Bx C= + +
2 2

  

yةجواب خصوصي معادل -21 y x cos x′′′ ′− = +4  )86 -معدن (   كدام است؟ 3

1(py A x B cos x= +
0

    2(py A x B cos x C sin x= + +
0

  

3(py A A x B cos x C sin x= + + +
0 1

  4(( )py x A x A B cos x C sin x= + + +
0 1

  

xل ي ديفرانسةجواب خاص معادل -22
y y y e cos x′′ ′− + =2 10  )85 -ايمني (   كدام است؟ 3

1(( )x
y e Ax cos x B sin x= +

3
  2(( )x

y e Ax cos x B sin x= +3 3  

3(( )x
y e Ax cos x Bx sin x= +3 3  4(( )x

y e Ax cos x Bx sin x−

= +3 3  

) ديفرانسيل ةجواب خصوصي معادل -23 ) xy y y xe sin x′′′ ′′− + =
4

2 5 2   )87 -مكانيك (   به كدام صورت است؟  2

1(( ) x
Ax B e sin x+ 2    2(( ) x

x Ax B e sin x+ 2  

3((( ) ( ) )x
e Ax B cos x Cx D sin x+ + +2 2  4((( ) ( ) )x

xe Ax B cos x Cx D sin x+ + +2 2  

) ديفرانسيلةجواب خصوصي براي معادل  -24 ) ( ) x
D D y x e− + =

3 2 2 4
4  )89 -نفت (  است؟ كدام  1

1(( ) x
A Bx Cx e+ +

2 4
    2(( ) x

Ax Bx Cx e+ +
2 3 4

  

3(( ) x
Ax Bx Cx e+ +

2 3 4 4
  4(( ) x

Ax Bx Cx e+ +
3 4 5 4

  

yديفرانسيل معادلة جواب عمومي  -25 y sin x′′ ′+ =2 4  )85 -عمران (   كدام است؟ 2

1(
x

y c c e cos x sin x
−

= + − −
2

1 2

1 1
2 2

2 2
  2(

x
y c c e sin x

−

= + −
2

1 2
2 2  

3(
x

y c c e sin x
−

= + −
2

1 2

1
2

2
  4(

x
y c c e cos x

−

= + +
2

1 2
2 2  

x ديفرانسيلةيك جواب خصوصي معادل  -26
y y y cos x e′′′ ′′− + = +

2
 )84 -ژئوفيزيك (   كدام است؟  2

1(( )x

py e cos x sin x= + −
2 1

3
10

  2(( )x

py e cos x sin x= + −
2 1

2 3 3
10

  

3(( )x

py e cos x sin x= + −
2 1

3
10

  4(( )x

py e cos x sin x= + −
2 1

2 3
10

  

xةيك جواب خصوصي معادل  - 27
y y y e′′ ′− +  )89 - برداري عمران نقشه(   كدام است؟ 2=

1(
x

xe

1

2
  2(

x
x e
21

2
  3(

x
x e
23

4
  4(

x
e

3

2
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yيك جواب معادلة -28 y y sin x′′ ′− − =3 4  )91 -هوافضا (   كدام است؟ 2

1(y cos x sin x= −

3 5

17 17
  2(y cos x sin x= +

17 3
2

25 17
  

3(
( )x

y xe cos x

−

=

3 17

2 2  4(
( ) ( )x x

y e cos x e sin x
+ −

= +

3 17 3 17

2 2 2 2
5

17
  

xةجواب خصوصي معادل -29
y y e

−

′′ − x وقتي= → +  )83آزاد  -معدن (   كدام است؟ ∞

−)2  صفر) 1    3) 4  . موجود نيست) 3   ∞

 ديفرانسيلةمطلوب است جواب عمومي معادل   -30
d u

u sin x

dx

+ =

2

2
4 2  )89 -مواد (  :  2

1(c cos x c sin x x cos x+ −
1 2

2 2 2 2  2(c sin x c cos x x cos x− −

2

1 2
2 2 2 2  

3(c sin x c cos x x sin x− −

2

1 2

1
2 2 2

2
  4(c cos x c sin x x cos x+ −

1 2

1
2 2 2

2
  

yة همگن نظير معادلةجواب عمومي معادل -31 y y x cos x′′ ′+ − =3  )90 -نساجي (  :   برابر است با2

1(
x

x
y c e c e

−

−

= +

1

3
1 2

    2(
x

x
y c e c e

−

= +

1

3
1 2

  

3(
x

x
y c e c e

−

= +

1

3
1 2

    4(
x

x
y c e c e= +

1

3
1 2

  

yاگر -32
1

y و 
2

) دو جواب   )y y y R x′′ ′− + ) بوده و  2= ) ( )y y=1 20 ) و 0 ) ( )y y′ ′= +1 20 0 yد، رابطة بـين    باش 1 y و 1 2 

 )91 -عمران (  كدام است؟ 

1(
x

y y xe= +
1 2

  2(
x

y y xe
−

= +
1 2

  3(
x

y y x e= +
2

1 2
  4(

x
y y x e

−

= +
2

1 2
  

)ةجواب عمومي معادل -33 ) ( )D D D y− + + =
2 2

5 4 29  )87 -نساجي (  :   برابر است با0

1(( ) ( )x x
y c c x e e c cos x c sin x

−

= + + +
5 2

1 2 3 4
5 5  

2(( ) ( )x x
y c c x e e c cos x c sin x

−

= + + +
5 2

1 2 3 4
5 5  

3(( ) ( )x x
y c c x e e c cos x c sin x

− −

= + + +
5 2

1 2 3 4
5 5  

4(( ) ( )x x
y c c x e e c cos x c sin x= + + +

5 2

1 2 3 4
5 5  

x و x و 1هاي مستقل خطي    يك از معادلات ديفرانسيل داراي جواب   كدام -34
eو x

xe86 -نساجي (  باشد؟   مي( 

1(( )D D y− =
2 2

1 0  2(( )D D y+ =
2 2

1 0  3(( )D D y+ =
2 2

1 0  4(( )D D y− =
2 2

1 0  

 معادلة ديفرانسيل جواب خصوصي -35
x

e
y y y

x

′′ ′− + =
2

 )84 آزاد -معدن (  كدام است؟ 2

1(| |x
e ln x  2(| |x

e ln x−  3(| |x
e ln x
−

  4(| |x
e ln x
−

−  

y ديفرانسيل ةجواب خصوصي معادل -36 y sec x′′ + =9  )83 -رياضي (   كدام است؟ 3

1(| |y x sin x cos x ln sin x= + 3 3  2(( | |)y sin x x ln cos x= + 3  

3(| |y sin x cos x ln cos x= +3 3 3  4(( | |)y x sin x cos x ln cos x= +
1

3 3 3 3
9
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x ديفرانسيل  ةجواب عمومي معادل -37 y xy y′′ ′+ − =
2

3 5  )91 - مديريت در سوانح طبيعي(   كدام است؟ 0

1(y c x c x
− −

= +
1 3

1 2
    2(y c x c x

−

−

= +

1

1 3
1 2

  

3(y c x c x
−

= +

1

1 3
1 2

    4(y c x c x
−

= +
1 3

1 2
  

x ديفرانسيلةكدام گزينه جواب عمومي معادل   -38 y xy y′′ ′+ − =
2

 )86 -معدن (   است؟  0

1(y c x c x
−

= +
1

1 2
    2(x x

y c e c e
−

= +
1 2

  

3(x x
y c e c xe

−

= +
1 2

    4(y c cos x c x sin x= +
1 2

  

) شاخصة معادلهاي هريش  -39 ) ( ) ( )x x y x xy x y′′ ′+ − + + + =
2 2 2 2

1 1 1  )85 آزاد -معدن (  :   عبارت است از  0

 و1)4  1 و1)3  1 و2)2  1− و1)1
1

3
  

x ديفرانسيل ةجواب عمومي معادل -40 y xy y′′ ′+ − =
2

5  )87 آزاد -معدن (  :   عبارت است از 0

1(c x c ln x+
5

1 2
  2(c x c x

−

+
5

1 2
  3(c x c x

−

+
5 1

1 2
  4(c x c x

−

+
5 5

1 2
  

xةمعادل -41 y xy y′′ ′+ + =
2

 )86 آزاد -مواد (  صورت است؟   كدام  داراي جوابي به  0

1(x
y e=  2(y ln x=  3(x

y e
−

=  4(( )y sin ln x=  

x ديفرانسيل ةجواب معادل -42 > x و 0 y xy y′′ ′+ + =
2

3 10  )88 آزاد -مكانيك (  نه است؟   كدام گزي0

1(( ( ) ( ))y x c cos ln x c sin ln x= +
1 2

3 3  2(( ( ) ( ))y x c cos ln x c sin ln x−

= +
1

1 2
3 3  

3(( ) ( )y c x cos ln x c x sin ln x= +
1 2

  4(( ( ) ( ))y x c cos ln x c sin ln x−

= +
2

1 2
2 2  

xy ديفرانسيل ةجواب عمومي معادل -43 y y
x

′′ ′+ + =
4

 )83 -نفت (   كدام است؟ 0

1(y c x c x
−

= +
2 2

1 2
    2(y c cos x c sin x= +

1 2
  

3(( | |) ( | |)y c cos ln x c sin ln x= +
1 2

  4(( | |) ( | |)y c cos ln x c sin ln x= +
1 2

2 2  

x ديفرانسيل ةجواب عمومي معادل - 44 y xy y′′′ ′′ ′− + =
2

3 3  )91 -مكانيك (    كدام است؟ 0

1(y c x c x c= + +
4 2

1 2 3
    2(y c x c x c= + +

3 4

1 2 3
  

3(y c x c x c= + +
4

1 2 3
    4(y c x c x c x= + +

4 2

1 2 3
  

x ديفرانسيل ةجواب عمومي معادل -45 y xy y′′ ′+ + =
2

2 5  )86 -فراوري (  :   عبارت است از 0

1(( )
c

y x c x

x

= +
2

1
    2(( )

c
y x c x

x
= +

1

2
  

3(( )y x c x c x= +
1 2

    4(( )
c c

y x
x x

= +
1 2  
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 34 -  )1( 

قرار  D در آن    mجاي    معادلة مشخصه را محاسبه و به     

  نـشانة عامـل    x و   1هـاي     توجه كنيد كه جواب   . دهيد

m
xهاي   و جواب  2

e و x

xe   نشانة عامـل  ( )m −

2
1 

  . هستند مشخصه ةدر معادل

 35- )2( 

 ابتــدا جــواب خــصوصي را بــا روش لاگرانــژ محاســبه

ــرده ),,كــــ ( ) )x x x

W x e y xe y e= = =

2

2 1
 و 

هـاي    جـواب هر مضربي   توان    سپس توجه كنيد كه مي    

  . كم كرداز آن جواب خصوصي اضافه يا به را پايه 

 36 - )4( 

yةهـاي پاي ـ  ابتـدا جـواب  
1

y و
2

 و رونـسكين آنهــا را  

محاسبه كنيد و سـپس بـا اسـتفاده از روش لاگرانـژ،             

  . دست آويد جواب خصوصي را به

 37- )3( 

معادلـة  .  است اويلر  كوشي ة داده شده يك معادل    ةمعادل

ــصة آن )مشخ )m m+ − =
2

3 2 1 ــرده و  0 ــل ك  را ح

  .دست آوريد جواب عمومي را به

 38-  )1( 

 اسـت و تنهـا      اويلر  كوشيمعادلة داده شده يك معادلة      

هاي ممكن در ايـن دسـته از          به فرم جواب  ) 1(گزينة  

همين جواب    البته با حل معادله هم به     (معادلات است   

  ). رسيد مي

 39 - )3( 

)ابتدا دو طرف معادله را به      )x +
2

 تقسيم كنيد تا به فرم    1

xاويلر  كوشي y x y y′′ ′− + =
2

 تبديل شـود و سـپس     0

  . را محاسبه كنيد هاي معادلة مشخصة آن ريشه

 40- )4( 

 ـ  و   است   اويلر  كوشي داده شده    ةمعادل  ةكافيـست معادل

ــص )را  آنةمشخــــ )m − =

2
5 ــشكيل 0 و داده  تــــ

  . محاسبه كنيدرا  يشها ريشه

 41- )4( 

)معادلة مشخصة  )m + =
2

1  داده  اويلـر   كوشـي معادلة   0

گزينـة  آن،  و به كمك جواب عمـومي       كرده  شده را حل    

) 4(گزينة  تنها  توجه كنيد كه    (درست را تشخيص دهيد     

  ).  استاويلر كوشيهاي شناخته شدة معادله  به فرم جواب

 42 - )2( 

ــة مشخـــصةكافيـــست  )معادلـ )m m+ + =
2

2 10 0 

واب عمـومي   و ج ـ حل   داده شده را     اويلر  كوشيمعادلة  

  . دست آوريد آن را به

 43 - )4( 

 ضــرب كنيــد تــا بــه فــرم xابتــدا دو طــرف معادلــه را در 

دسـت     تبديل شـود و سـپس جـواب آن را بـه            اويلر  كوشي

  . آوريد

 44 -  )1( 

 ـ     xدو طرف را در       اويلـر   كوشـي  ة ضرب كنيد تـا معادل

ــة  ــه3مرتب ــد و ســپس    ب ــد را  آندســت آي حــل كني

اين  ةعادلة مشخص  در تشكيل م   كنيم كه   يادآوري مي (

  :داريممعادله 

( )( )x y m m m′′′→ − −
3

1 2(  

 45- )4( 

  بــا معادلــة مشخــصةاويلــر كوشــيمعادلــة داده شــده 

m m+ + =
2

2 3 1   .  است0

 46 -  )1( 

ها متفاوت است، كـافي       هاي پايه در گزينه     چون جواب 

 ـ   است ريشه  دسـت آوريـد       مشخـصه را بـه     ةهاي معادل

  ).  استاويلر كوشي داده شده توجه كنيد كه معادلة(

 47 - )4( 

 اوليه را   شرايطابتدا جواب عمومي را محاسبه و سپس        

البته توجه كنيد كـه بـا امتحـان كـردن           (اعمال كنيد   

توان جواب درسـت      ها هم مي    شرايط اوليه روي گزينه   

   .)دست آورد را به

 48 - )4( 

اويلـر داده     ة كوشـي   معادل ـ ةة مشخص كافي است معادل  

   .حل كنيدده و تشكيل دارا شده 
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 هاي فصل دوم راهنماي حل تست

 49 - )4( 

عمـل كنيـد و در انتهـا از خاصـيت           ) 43(مانند تست   

)نماييدلگاريتم استفاده  )ln x ln x=

2
2 .  

 50 -  )1( 

))تشكيل داده   معادلة مشخصه را     ) ( ))m m m− + −
2

1 2 
  . دست آوريد  جواب عمومي را به،هاي آن و با تعيين ريشه

 51 -  )1( 

ــه   ــد ك ــه كني ــة توج ــدهمعادل ــة ،داده ش ــك معادل  ي
كـه  اسـت   ) متغيـر  (rو  ) تـابع  (R براساس   اويلر  كوشي

m مشخــــصة آنةهــــاي معادلـــ ـ ريــــشه n=
1

 
)و )m n= − +

2
  .  است1

 52- )2( 

ــة   ــد كــه معادل ــر كوشــيتوجــه كني ــه  اويل تعمــيم يافت

( ) ( )a x y b x y cyα β α β′′ ′+ + + + =
2

  با تغييرمتغير  0
t

x eα β+  به يك معادله بـا ضـرايب ثابـت تبـديل            =
   .شود مي

 53-  )1( 

dyموارد

dx
d و  y

dx

2

2
اي    را بـه كمـك مـشتقات زنجيـره         

ــسب  ــبه tبرحـــ ــرده  محاســـ dy(كـــ dy
t

dx dt
= −

2 

dو y d y dy
t t

dtdx dt
= +

2 2
4 3

2 2
و در معادله جايگـذاري     ) 2

   .كنيد
 54- )2( 

xتوجه كنيد كه    بايـد جـزء دامنـة جـواب باشـد           0=
پس(

c
y c=

1
و )  همگن متنـاظر اسـت     ة جواب معادل  

ــك    ــري م ــصوصي، از س ــواب خ ــين ج ــورن  در تعي ل

sinتــابع x) يــادآوري:( )

( )!

n n

n

x

sin x
n

∞ +

=

−

=
+

∑
2 1

0

1

2 1
 (

  . استفاده كنيد
 55 - )4( 

tابتدا با استفاده از تغييرمتغير     x=  معادله را بـه     2+

tيعنــي (اويلــر كوشــيكلــي فــرم  y ty y′′ ′− + =
2

0 ( 
 در جـواب    tجـاي     دوباره بـه  آن،  درآوريد و بعد از حل      

xعبارت  قرار دهيد و سعي كنيد با تعيين مقادير         2+
cثابت

1
c و

2
  .  گزينة درست را بيابيد

 56- )3( 

tتغييرمتغيراز  ابتدا   x=  ة استفاده كنيد، سپس معادل    1+

را حـل و در نهايـت در جـواب          دست آمـده      كوشي اويلر به  

x عبارتtجاي   به،دست آمده به   . قرار دهيدرا  1+

 57- )4( 

 ــ  همگــن ةبــا توجــه بــه اينكــه قــسمت جــواب معادل

)متناظر )
c

y  ها متفاوت است، كـافي اسـت          در گزينه

اويلر است    كه يك معادلة كوشي    همگن متناظر    ةمعادل

  . كنيدرا حل و گزينة درست را انتخاب 

 58 -  )1( 

لـه را    دو طرف معاد   ابتدا. روند حل كمي طولاني است    

 تقسيم و  xبر  
c

y و 
p

y)   ـ   متنـاظر بـا     ةبا نوشتن معادل

سپس با اعمال شرايط    . را محاسبه كنيد  ) ضرايب ثابت 

cاوليه، ضرايب 
1

c و 
2

دست آورده و درنهايـت بـا          را به  

xجايگذاري e=مقدار ،( )y eرا بيابيد  .  

 59- )4( 

ثابـت متنـاظر بـا     ضـرايب   ابتدا معادلة ديفرانـسيل بـا       

tبا تغييرمتغير (معادلة داده شده    
x e= (  دسـت    را بـه

ــد  ــبه كنيـ ــصوصي آن را محاسـ ــواب خـ  آورده و جـ

( ( ) )t
p

y t te
−

= tسپس با تغييرمتغير  . 2− ln x= 

ــسب    ــصوصي را برح ــواب خ ــهxج ــد   ب ــت آوري  دس

( ( ) )
p

ln x
y x

x
= −

ــا  2 ــد ب ــت ســعي كني  و درنهاي

 ،هـاي پايـه بـه آن        اضافه و كم كـردن يكـي از جـواب         

  . دست آوريد بهگزينة درست را 

 60- )3( 

xدو طـرف را در ( اسـت  اويلـر  كوشي داده شده   ةمعادل
2 

لزومـاً نادرسـتند   ) 4(و  ) 1(هاي     پس گزينه  ،)ضرب كنيد 

هـم كـافي اسـت    ) 3(و ) 2(هـاي     در بين گزينـه    .)چرا؟(

 را در معادله قرار دهيد )1 و xيعني   (جواب خصوصي آنها  

  ).  استجوابهر كدام در معادله صدق كند (
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